MŰSZAKI 
MATEMATIKAI GYAKORLATOK 


SZERKESTTI: 
DR. FAZEKAS FERENC 


B. VII." 
KÖZÖNSÉGES DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 
(ELSŰÚ HÚSZ 


ÍRTA: 
DR. BAJCSAY PÁL 


ÖTÜDIK KIADÁS 


MŰSZAKI 
MATEMATIKAI GYAKORLATOK 


SZERKESZTI: 
DR. FAZEKAS FERENC 


EGYETEMI DOCENS 
DR. MATH. 5SC. 


gr 
BELSŐ MUNKATÁRSAK: 
DR. FREY TAMÁS DR. BAJCSAY PÁL 
EGYETEMI TANÁR, EGYETEMI DOCENS, 
A MATEMATIKAI TUDOMÁNYOK DOKTORA KANDIDÁTUS 
xk 
SZEMLÉLTETÉS: 


GYURCSY ENDRE 


OKL. VILLAMOSMÉRNÖK 


TANKÖNYVKIADÓ, BUDAPEST 
1973 


ál a s 


e . 


epppp 


a 


e. 


hé 


bunyuuw 


. 


hd 


e 


hé 


e 


naaanaan 


A 


MŰSZAKI MATEMATIKAI GYAKORLATOK 
SOROZAI KÖTETEI 


A. 


I. Középiskolai matematika (Ötödik kiadás) 
II. Egyváltozós elemi függvények (Harmadik kiadás) 
III. Differenciálszámítás (Harmadik kiadás) 
IV. Határozatlan integrál (Negyedik kiadás) 
V.: Határozott integrál (Első rész) (Negyedik kiadás) 
V.:: Határozott integrál (Második rész) 
VI. Többváltozós függvények és differenciálásuk (Negyedik kiadás) 
VII. Többváltozós függvények integrálása (Második kiadás) 
VIII. Taylor-sorok (Harmadik kiadás) 
IX. Vektoralgebra. Lineáris egyenletrendszerek (Negyedik kiadás) 
X.: A logarléc (Hatodik kiadás) 


B. 


1—11—III. Vektoranalízis (Térgörbék és felületek differenciálgeometriája. 
Skalár-, vektor- és tenzormezők.) (Harmadik kiadás) 
IV. Komplex függvénytan (Harmadik kiadás) 
V. Numerikus és grafikus közelítő módszerek (Második kiadás) 
VI. Végtelen sorozatok, sorok és szorzatok (Harmadik kiadás) 
VII. Közönséges differenciálegyenletek (Első rész) (Ötödik kiadás) 
VII.": Közönséges differenciálegyenletek (Második rész) (Harmadik kiadás) 
VIII. Parciális differenciálegyenletek (Második kiadás) 


C. 


I. Operátorszámítás. Speciális függvények (Második kiadás) 
II. Variációszámítás (Harmadik kiadás) 

III. Integrálegyenletek (Második kiadás) 

IV. Matrixszámítás (Negyedik kiadás) 
V. Valószínűségszámítás (Második kiadás) 

VI. Matematikai összefoglaló (Harmadik kiadás) 

VII. Matematikai programozás (Második kiadás) 


(A szövegben az egyes kötetekre a fenti betű- és számjelzéssel hivatkozunk.) 


B. VII." 


KÖZÖNSÉGES 
DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 


ÖTÖDIK KIADÁS 


BME KÖZPONTI KÖNYVTÁRA 


EGYETEMI SEGÉDKÖNYV 


Készült a művelődésügyi miniszter rendeletére 


A KÖTET KÉZIRATÁT ÁTNÉZTE: 


DR. RÓZSA PÁL DR. EGERVÁRY JENŐ 
EGYETEMI TANÁR, KÉTSZERES KOSSUTH-DÍJAS AKADÉMIKUS, 
A MATEMATIKAI TUDOMÁNYOK EGYETEMI TANÁR 
KANDIDÁTUSA 


o DR. FAZEKAS FERENC, DR. BAJCSAY PÁL, BUDAPEST, 1957 


A SOROZAT ELSŐ KIADÁSÁNAK ELŐSZAVÁBÓL 


A műegyetemi oktatás és mérnöki továbbképzés évtizedek óta nehezen nélkülöz 
egy, a műszaki igényeknek megfelelő magyar matematikai példagyűjteményt. E hiányt 
felismerve, matematikai tanszékeink lelkes fiataljai az utolsó 2—3 évben több jegyzetet 
állítottak össze a matematikai gyakorlatok anyagából. Tovább enyhítette a hiányt Gjunter — 
Kuzmin időközben magyarul megjelent kiváló felsőbb matematikai példatára, bár ezt 
— magas színvonalára való tekintettel — elsősorban nem a műegyetemi, hanem a tudomány- 
egyetemi hallgatók részére adatta ki a minisztérium. A probléma viszont teljes megoldást 
kívánt a hallgatók és a kezdő tanszemélyzet létszámának nagymérvű megnövekedése miatt. 
Ez utóbbi körülmény azt az újabb igényt támasztotta egy leendő példatárral szemben, 
hogy az a feladatokon és végeredményeiken kívül még bő megoldási útmutatásokat is 
tartalmazzon. Ugyanakkor több matematikai értekezleten szorgalmazták, a legmeggyő- 
zőbben dr. Alexits akadémikus professzor, hogy műszaki egyetemeinken alkalmazott 
műszaki matematikát oktassunk, és gyűjtsünk össze megfelelő alkalmazott műszaki 
anyagot. 

A minisztérium figyelmét ekkor telhívták néhány lelkes hallgató társaságában már 
korábban s hasonló szempontok szerint elindított gyűjtő munkámra. A minisztérium azon- 
nal felkarolta kezdeményezésemet, megbízott egy Műszaki Matematikai Gyakorlatok 
című példagyűjtemény terveinek, szerkesztési elveinek kidolgozásával, majd rövidesen a 
mű szerkesztésével — egyúttal biztosítva több matematikai tanszék néhány tapasztaltabb 
adjunktusának, illetve tanársegédjének közreműködését. 


Munkánk A. és B." része jórészt a matematikának a műszaki felsőoktatásban világ- 
szerte szokásossá vált fejezeteit tárgyalja, de a megszokott keretekhez képest egyeseket 
kibővítve, főleg a B. részben, a klasszikus műszaki matematika érintett fejezeteit, A sorozat 
C. része a modern műszaki matematika néhány olyan nagy jelentőségű fejezetébe nyújt 
MENÉS amelyek bevonulása műszaki felsőoktatásunkba az utóbbi években meg- 

ezdődött, I 


Munkánk első célja a szokásos tananyaggai kapcsolatban mindazt előadni, aminek 
műszaki egyetemeinken a helyesen, korszerűen, a műszaki igényeknek megfelelően vezetett 
matematikai gyakorlatokon szerepelnie kell. Esti és levelező oktatásunkban idevágó füze- 
teink esetleg még szélesebb körű felhasználásra is kerülhetnek. 


Munkánk második (de nem mellékes) célja gyakorlati és műszaki anyagot nyújtani 
a különböző tagozatokon a felsőbb éves nappali és esti hallgatók speciális matematikai 
oktatásához, a szakmérnöki továbbképző tanfolyamok és a Mérnöki Továbbképző Intézet 
rendszeres matematikai oktatásához, továbbá az igényesebb hallgatók, a fiatal matematikai 
és műszaki tanszemélyzet, a kutató és üzemi mérnökök és aspiránsok egyéni vagy csoportos 
továbbtanulásához. 

E példagyűjteménynél viszonylag újszerűnek mondható célkitűzések megvalósítása 
szintén újszerű szerkesztési elveket kívánt. Ennek megfelelően nem szorítkoztunk, mint 
a legtöbb példatár, csupán feladatok és végeredményeik közlésére. Ellenkezőleg, meg- 
kíséreltük fejezetről fejezetre végigvezetni a következő rendszert: a) elméleti összefoglaló ; 
b) bő magyarázat kíséretében részletesen megoldott, kisszámú jellegzetes mintapélda; 


s A sorozat köteteinek címjegyzékét lásd a 2. oldalont 
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c) az előbbiek alapján könnyen megoldható, csak végeredménnyel ellátott, nagyszámú 
gyakorló feladat; d) esetleg rövid útmutatással ellátott és csak vázlatosan megoldott külön- 
leges (csillagos) példák; e) esetleg egyes bizonyítások vázlatos közlése a különleges példák 
között; f) végül műszaki alkalmazások bemutatása. E láncszemek véleményünk szerint 
jól szolgálhatják a matematikai elmélet és a műszaki gyakorlat összekapcsolásának ügyét. 
Megjegyzendő, hogy bizonyára nem mindenütt sikerült a rendszert teljes egészében meg- 
valósítanunk; olykor e sorrendtől is eltértünk. 

Az A. rész füzeteiben, professzorainkkal egyetértésben, eléggé óvatosan méreteztük 
a műszaki alkalmazások számát a többi példákéhoz képest. Erre késztetett az elsőéves hall- 
gatók műszaki ismereteinek hiányossága, valamint az e füzetekben közölt matematikai 
apparátus elégtelensége komolyabb műszaki problémák megoldásához. Még így is lénye- 
gesen bővebb műszaki példaanyagunk, mint az ismert példatáraké. 

A B. és C. rész füzeteiben — az olvasó egyre növekvő matematikai és műszaki isme- 
reteire tárnaszkodva — nagy bőségben tárgyalunk problémákat a klasszikus és modern 
műszaki matematika legkülönbözőbb területeiről, amelyekben: kézzelfoghatóan jelent- 
kezik a matematika és a technika egysége. 

A minisztérium és professzoraink tanácsát követve, bátran merítettünk a legkülön- 
bözőbb jó forrásokból, sokkal inkább törekedve az anyag gazdagságára és megbízható- 
ságára, mintsem — példatárnál amúgy is szegényes sikert ígérő — eredetiségre. Természe- 
tesen szépszámú új feladatot is készítettünk. 

A szemléltető anyag gondos szerkesztése és megrajzolása Gyurcsy Endre okl. villamos- 
mérnök-kolléga érdeme. 

Ki kell emelnem Egerváry akadémikus professzor számos szakmai megjegyzését 
és műegyetemi előadásait, amelyekből merített tanulságok nagymértékben emelik munkánk 
értékét. Állandó érdeklődésével és gazdag pedagógiai és módszertani útmutatásokkal volt 
segítségünkre Gallai professzor. Meg kell emlékeznem az Alkalmazott Matematikai Inté- 
zetről, mely modern könyvtárával és alkotó légkörével a gyűjtés legelejétől mindvégig 
támogatta munkánkat. 

Végezetül munkánkat műszaki egyetemeink oktatóinak és hallgatóinak ajánljuk. Hasz- 
nálják fel e füzeteket a maguk, illetve a leendő mérnökök ezreinek képzésére! Észrevételeik- 
kel segítsék elő e gyűjtemény mielőbbi tökéletesedését! 


Budapest, 1952. szeptember 1. A SZERKESZTŐ 


A SOROZAT MÁSODIK ÉS HARMADIK 
KIADÁSÁNAK ELŐSZAVÁBÓL 


Közel nyolc év munkájával — néhány kisebb jelentőségű módosítástól eltekintve 
az eredeti terv szerint — sikerült befejeznünk a Műszaki Matematikai Gyakorlatok c. 
sorozatot 23 kötetben. Munkaközösségünk céltudatossága és munkakedve, a minisztérium 
és a Tankönyvkiadó kitartó támogatása, bírálóink értékes segítsége és nem utolsósorban 
egyre növekvő olvasótáborunk lelkes érdeklődése lehetővé tette az összes nehézségek 
leküzdését. Noha távolról sem tekintjük tökéletesnek, véglegesnek könyveinket, mégis 
az első kiadás befejezésekor a magyar műszaki matematikai felsőoktatás érdekében végzett 
odaadó munka ió érzése tölti el munkaközösségünket. 

Könyveinket a hazai szakemberek és szaklapok kedvezően fogadták, és szamos hasz- 
nos észrevétellel, tanáccsal voltak segítségünkre. Köteteink az évek során több keleti és nyu- 
gati államba is eljutottak, 1958 nyarán pedig abban a megtiszteltetésben részesültünk, hogy 
a belgiumi Nemzetközi Mérnöki Matematikai Kongresszus vezetősége kiállította és idegen 
nyelvű, vetített képes előadásban is bemutatta a teljes sorozatot, figyelemre méltó érdek- 
lődés és elismerés mellett. I 

1963-ban szükségessé vált a sorozat harmadik kiadásának megindítása. A második ki- 
adású kötetek jó részének gyors elfogyása — éppen a matematikai programozás lineáris 
algebrai segédeszközeivel, a síkbeli rugalmasságtan korszerű, komplex függvénytani mód- 
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szerével, a héjelmélet modern, tenzorszámítási tárgyalásmódjával kapcsolatos bővítés után — 
kézzel foghatóan bizonyítja a sorozat fejlesztésére, korszerűsítésére kitűzött célok és a meg- 
valósításukra kifejtett erőfeszítés helyességét. ; 

Említésre méltó, hogy sorozatunk vagy egyes kötetei 1958 óta több újabb külország- 
ban (pl. a Szovjetunióban, NDK-ban, Jugoszláviában, Egyiptomban, USA-ban, Angliában, 
NSZK-ban) és nemzetközi fórumon (pl. az NDK Matematikai Társulatának 1963. évi, 
nemzetközi ülésszakán) tudtak helytállni és versengeni a hasonló rendeltetésű külföldi 
munkákkal. : 

Ilyen kedvező adottságok között természetes, hogy lelkesen folytatjuk a sorozat fej- 
lesztésének, korszerűsítésének nagy munkáját, továbbra is kérve ehhez a Minisztérium, a 
Kiadó és nem utolsósorban műszaki olvasótáborunk áldozatkész buzdító támogatását. 


Budapest, 1964. július 15. A SZERKESZTŐ 


ELŐSZÓ A SOROZAT NEGYEDIK KIADÁSÁHOZ 


A középiskolai és a műegyetemi tanterv újabban végbement jelentős változása, vala- 
mint az elektronikus számítástechnika széleskörű előretörése folytán ez évben megindulha- 
tott az előző kiadások során a hazai műszaki olvasótáborban közismertté és kedveltté vált 
könyvsorozatunk alaposabb felfrissítésének és korszerűbbítésének többéves periódusa. Ez 
számos. kötetünk kisebb-nagyobb átdolgozásával, egyesek bővítésével, esetleg szűkítésével 
és néhány, eddig is szorgalmazott új kötet megjelenésével fog megvalósulni Karaink és a 
Kiadó örvendetes támogatásával. Sorozatunk immár közel 2 évtizedes eleven életútja, 
gazdag oktatási és kutatási tapasztalataink, az olvasók és az illetékesek ügypártolása kelle- 
messé teszi számunkra ezt a nagy munkát. 

Lectori salutem! 


Budapest, 1971. május 15. DR. FAZEKAS FERENC 


ELŐSZÓ A KÖTET ELSŐ KIADÁSÁHOZ 


A Műszaki Matematikai Gyakorlatok c. sorozat jelen kötete a közönséges differenciál- 
egyenletekkel foglalkozik, és e tárgykörből is főleg elsőrendű és ilyenre visszavezethető 
típusú differenciálegyenletekkel, főként azokkal, amelyek kvadratúrával megoldhatók. 
A kötet összeállításánál elsősorban a műszaki egyetemi oktatás szempontjait tartottam szem 
előtt. Az elsőnél magasabb rendű differenciálegyenletek és a lineáris differenciálegyenletek 
csak igen szűk keretek között szerepelnek azért, mert ezekről a sorozat további köteteiben 
még bővebben lesz szó. Hasonlóképpen kevésbé részletes a közelítő módszerek tárgyalása 
(elsőnél magasabb rendű differenciálegyenletek vonatkozásában ezekről egyáltalán nincs 
szó), mert ezekkel ugyancsak a sorozat további kötetei foglalkoznak. 

Az anyag összeválogatásánál igen nagy gondot fordítottam arra, hogy az egyes bemu- 
tatott módszerek kellő elsajátítására megfelelő számú gyakorló feladatot adjak. Számos 
olyan feladat is szerepel, amelyek az alkalmazások területéről valók. A mintapéldák és fel- 
adatok száma együtt kereken 850. 

Az irodalomjegyzékben csak a tárgy matematikai részére vonatkozó, felhasznált mű- 


veket soroltam fel. Ezeken kívül még számos fizikai és műszaki könyvet használtam forrásul 
az alkalmazások bemutatására. 


Budapest, 1956. január 15. BAJCSAY PÁL 


sk 
ELŐSZÓ A KÖTET MÁSODIK KIADÁSÁHOZ 


A kötet második kiadása — egy-két lényegtelen hibaigazítástól eltekintve — azonos 
az elsővel. Remélhetőleg a sorozat második kiadása során önálló kötet készül majd az itt 
igen szűkre szabott magasabb rendű differenciálegyenletekről, a lineáris differenciálegyen- 
letekről és -rendszerekről, a közelítő módszerekről, 


Budapest, 1962. április 15. BAJCSAY PÁL 


ELŐSZÓ A KÖTET HARMADIK ÉS NEGYEDIK KIADÁSÁHOZ 


A kötet első része (B. VII.") megegyezik az előző két kiadással. A második részben 
(B. VII.tt) a régóta sajnálatos módon nélkülözött fejezetek közül az alábbiakat iktattuk be; 
V. A lineáris differenciálegyenletek elmélete és főbb típusai (dr. Fazekas Ferenc). 
VI. A közönséges (főleg lineáris) differenciálegyenlet-rendszerek elmélete és főbb típu- 
sai (dr. Bajcsay Pál). 
E helyen is köszönetet mondok a Tankönyvkiadó Vállalatnak a bővítés lehetővé téte- 
léért, amely módot adott a sorozat újabb korszerűsítésére. 


Budapest, 1964. április 1., 1968. május 10. DR. BAJCSAY PÁL 


ELŐSZÓ A KÖTET ÖTÖDIK KIADÁSÁHOZ 


A kötet új kiadása — egy-két javítástól eltekintve — változatlan az előző kiadásokhoz 
képest. 


Budapest,1971. június 4. DR. BAJCSAY PÁL 


TARTALOMJEGYZÉK 


BEVEZETÉS 


4 Definíciók, osztályozás .............. SEK RAlS SOL EV easy epeszáeyák 4B 
b) Differenciálegyenletek megoldása, a megoldások geometriai értelmezése L7 
c) Differenciálegyenletek jelentősége és származtatása vsssssssssesssessss. 19 


Példák 
Feladatok 


I. ELSŐRENDŰ, AZ ISMERETLEN FÜGGVÉNY DERIVÁLTJÁBAN ELSŐ- 
FOKÚ KÖZÖNSÉGES DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 


1. §. Szétválasztható változójú differenciálegyenletek 


a) y — JG) rák St lb HP VK HlP Hl NP VP VP NO Vt VEK VP VEK TK VC HNK BNP VEK VC VK VR ENE HP WEK 9 BC HR 9.966. 0.—. 00.694... 32 
b) yi ESTÉT) edzés ak ösketá átt gr evé es LÉ As TÁLAT TÉVÉ 458 KEK Sea SAS KT Ek dül ását Ő 
ÉJ YES TÍRKSŰV zt ezé eaz kk Bán seláta lé e dts ák eza ász ezseárásá 
d) MG) N0) dx 3. PG) C() dy - Ő AN ÉSZÉSE SZE OVSZ E NAB EAN ds sad 780 
Példák j 

Feladatok 

a) Gyakorló feladatok ...................... ES Ek ete ÁSÉS tazáegnákáe 700 
b) Geometriai feladatok ....................s iss. zá éa ta Tárt ááá SK MESE déskále (AB 
ő) -Eizikai teladatok. s özéáteás dák etés ls teák eget atát le Rab Orl áz e VÉGE KN A á ÁAK ÁLS AGY a4és 54 
d]. Vegyes Teladatok : "ea ém árad s esd tál tat kód zás a dna ra rá árak ASK sea he L ÉT 16 OTT sáéá "BT 


2. §. Szétválasztható változójúra visszavezethető differenciálegyenletek 
a) y —f(ax4by-i o ahlasz0bFio0...,...... ll. .. 59 
b) Homogén (fokszámú) differenciálegyenletek: y" — f E) ahol x 70..i. 59 
x 


axtbydc 
c) v - 1 e 8... AAN AG. eEwW.Aeoee£ 9b96-606960eE/.]. CK SK EK EK NK EK EK EK AK EK EK E E 61 
ES ÖY ET ő 
d) Homogén , dimenziójú" differenciálegyenletek ........sssssssssssessse 63 
Példák ; 


Feladatok 
a) Gyakorló feladatok VAA AEANEVELEAVEVGVVAVAEANEAEAEAAGAGEAGAGANEEAAAAoA6eEEEEAEWPEAee/]... 74 


a) y — f(lax 4 byd-d c EVVEL .—..—. ... 74 

B) Homogén (fokszámú) differenciálegyenletek: y" — (7) öltés szésreg. 74 
ax tby dc , x 

y) y — (S —— b EVVVÖGVELVEGEVAYELELVEELB8B8—. 7b 
axtbBbyty 


ő) Homogén , dimenziójú" differenciálegyenletek .......ssssssssssssss 16 
b). Vegyes: feladatok szg szostéka zseni sad áa ak égá ekék 6 eg aza dea á6 ak leéám né 0 
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3. §. 


4. §. 


5. §. 


6. §. 


2. §. 


TARTALOMJEGYZÉK 


Elsőrendű lineáris és erre visszavezethető differenciálegyenletek 


a) Homogén lineáris differenciálegyenlet; y" -- (dys 0 ..... esesves géz 


b) Állandó együtthatójú homogén lineáris aifferenciálegyenlet : y -k ay s 
c) Inhomogén lineáris differenciálegyenlet: — y" -k g(x)y — hl), h() z0 
d) Állandó együtthatójú inhomogén lineáris sILEKGRELÉSÉVEBEKE speciális külső 

taggal (megoldás kísérletező feltevéssel) lá ed KÉSÉSE JE ő Ét EBÉ 
e) Bernoulli-féle differenciálegyenlett y" -- g(x) y — h(x) y", n 1, h(x) 50 


x B x -6 
f) Jacobi-féle differenciálegyenlet: y" — EE E —T ir b; égő 


Példák 

Feladatok 

a) Gyakorló feladatok KS 4 EL SK SEK SK SK EK NK EK EK EK RK KK RK EK EK EN EK EK SK EK ER RK EE) lö CZ EBA ll été ell alá bö, elb, Sőb Sb öö JG ZAB Já dö lébe 
a) Lineáris differenciálegyenletek ................ SES NÉ étek Mese 
8) Bernoulli-féle differenciálegyenletek .......... Ért á És GAS ESÉSE 
y) Jacobi-féle differenciálegyenletek .................... zás KÉKES 

b) Vegyes feladatok VEVE EPE. 9960. 0... 4 lk Alk HK ZA E EE EA AK E d 


Riccati-féle differenciálegyenlet 
a) Speciális Riccati-féle differenciálegyenletek: y" 9 a y: b JO sg grásg s át 
b) Az általános Riccati-féle differenciálegyenlet: y"  — f(x) y" -k g(x2) y tt h() 


Példák 
Feladatok 


Egzakt differenciálegyenletek. Integráló tényező (Euler-féle 
multiplikátor) 


a) Egzakt differenciálegyenlet PéGAT zén dés ásás dl dáN ál Eb SL a Zelk előállt elé éll Se EB Zlba sdb sálk 2ö5 döl dő EE éb él allél 26 dl dö 
b) Integráló tényező (Euler-féle multiplikátor) .......ssssssesessesséssss 


Példák 

Feladatok 

a) Gyakorló feladatok VBA ÉPB 664660]. VP. A.A. AE AN AVGVÉVBBBL 
a) Egzakt differenciálegyenletek ............sssss siess sss ós a sás ése 


8) Integráló tényező (Euler-féle multiplikátor) ..........vssvsvss sees 
b) Fizikai feladatok BEVA AVEVGAAEHVAEELAELÁAALAVPSGAGAGEAÁAGAGAGEANAELVBEVAEVBVV/.. 


Általános megoldási módszerek az ismeretlen függvény deriváltjára 
nézve explicit alakban megadott differenciálegyenleteknél 


a) iránymező, Izoklínák hd 4 dl 4 A AA AK AK E EK AK EK EK EK EK A AK EK EK EK EK EK EK EK E EK E EK EK EK AE d 4 d dl SK E EE AA d d AE AA 
b) Sorozatos közelítés (szukcesszív approximáció, Picard — Lindelőf) GE BŐ 
c) Közelítő megoldás hatványsor alakjában ................svseesssssses 
Példák 

Feladatok 


a) Az iránymező és az izoklínák megrajzolása ..........sss sss sss ssssss 
b) Közelítő megoldás sorozatos közelítéssel, illetve hatványsor alakjában 64. 


Szinguláris pontok 
Példák 
Feladatok 


102 


116 
118 


138 
138 
139 


140 


141 
144. 
145 


152 
152 
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II. ELSŐRENDŰ, AZ ISMERETLEN FÜGGVÉNY DERIVÁLTJÁBAN 
IMPLICIT DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 


1. §. Speciális alakú elsőrendű ímplicit differenciálegyenletek 


a) Elsőrendű n-ed fokú differenciálegyenletek ...... EE KAL ess xzeésegi /LO7 
b) A differenciálegyenletből y hiányzik: F(x,y) 0 ................... 168 


c) A differenciálegyenletből x hiányzik: F(yyy) 50 ................... 168 
d) Paraméter bevezetésének módszere, megoldás differenciálás útján ....... 169 
e) Lagrange- (d"Alembert-) féle differenciálegyenlet:  y — g(y)x th w(y") 171 
f) Clairaut-féle differenciálegyenlet: y — xy" Tt oly) .....sssesssessesee 172 


Példák 

Feladatok 

a) Gyakorló feladatok ........... KAL GÁ EZÉ gek KEÉVbE jeátkcéara ésén 119 
b) Geometriai feladatok Pk HK HNK lt NK VK VEN NK VÉNY HP VEN VEN NK VENP VÉNY VÉNY VÉNY NP NP NY VP VENP WENT VEN? VEN VEN? VENP VENP VENP VEN VENP WV (KC NN KC SK S HK VK HK VK HK BET VK? 180 


2. §. Szinguláris megoldások. Burkoló görbék 


a) Explicit differenciálegyenlet szinguláris megoldásai ..........ss.ssss.. 180 


b) Implicit differenciálegyenlet szinguláris megoldásai ..... dérszézezezásk 181 
6]. Búrköló S0rDÉK leégés rás ését üéns bkeéke et eseát ze kzzgei dése sétára a 181 
Példák 

Feladatok 


3. §. Trajektóriák 


a) Görbesereg izogonális trajektóriái ..,..............ssssssssssssseseses 184 


a) Derékszögű koordináták esete ................ SZA EEá 8 ezasereseei 185 
8) Polárkoordináták esete ... ............. KÉK B NAA tá esztén zá slsété as AL SD 

b) Geometriai és fizikai alkalmazások ................... szü gek étés ráesik LŐ 
a) Evolvensek ........... FERT TZAN SAE ÉSE KET SZÉ ASEK NÉ TB 8 gdserssávázséa sás - 180 
8) Paralelgörbék k.k AK AK EK ék E EK KK EK NK EK RK EK ENEK HENK SEK NK NK ENC NK NK NK NK EN NK ENC NK NK B HK 9. AÁAE AA AA9EA9090€0Ww£. 188 
y) Felület esésvonalai ....................vvvsvs ls öálszses ké éke ását Ő 
ő) Erővonalak, áramvonalak ...............svses sss gát áté alá ás LŐS 
e) Hőtani AlKALÚNAZÁS "s eges éa sát ezév ásás 40 tő 69060... 6.9... dtoPE£.—. 189 

Példák Í 

Feladatok 

a) Gyakorló feladatok e ÉG ÉSZ ENÜT Et EN Vá NlSTÉ NÉ He AL SA KÉSÉS láb atát ők dlS gk dés tlbeásó 197 

b) Geometriai és fizikai feladatok ............... LE EB Ál ka sás ván 198 


III. SPECIÁLIS TÍPUSÚ MÁSODRENDŰ DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 


1. $. Hiányos másodrendű differenciálegyenletek 


a) y" s f(x) pédsá álltal zását zett bátya ál elelős ze át e LAB ER Lk E ék át etet átt áá áttétel zt jöt ska 201 
b) A differenciálegyenletből y hiányzik: F(x,yyY9) 0 .....vssvssssese 201 
c) A differenciálegyenletből x hiányzik: F(yyy,Y9)9—0 ......sssssss ses 202 
Példák 

Feladatok 

a) Gyakorló feladatok 4 4 EK OKK EK EL EK ZK EK EK EK EK EK EK HE EE SK EK SK KK E NK EK EK EK RK E EK EK IK NK EK E RK S SK BEK EK KK SK SK NK SY BEK B EK BE I 217 
b) Geometriai és fizikai feladatok hl dl dl d SA EK EK E EK S EK EK EK E EE EK EE E E E ...eoeoronrrooreoveeeoer 218 


2. §. Hiányosra visszavezethető másodrendű differenciálegyenletek 


a) Másodrendű lineáris differenciálegyenletek ..............ssesssssssese 219 
b) Másodrendű homogén , dimenziójú" differenciálegyenletek ..........s.. 220 
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Példák 

Feladatok 

a) Lineáris differenciálegyenletek .........sssssssszesesessssésssssssóse 222 
b) "ZOMOSÉB ,. dimenziójú" differenciálegyenletek ..... lég e ÉSE ése 028 


IV. ÁLLANDÓ EGYÜTTHATÓJÚ ÉS ILYENRE VISSZAVEZETHETŐ LINEÁRIS 


DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 


a) TERÉZ lineáris differenciálegyenlet általános megoldása ........... 224 
b) Állandó együtthatójú homogén lineáris differenciálegyenlet ...... pals 420 
c) Állandó együtthatójú inhomogén lineáris differenciálegyenlet megoldása 

kísérletező feltevéssel S... serssssvéri sei sznáresásírse ss éges nass e késs 226 
d) Euler-féle lineáris differenciálegyenlet ...................vsssses sss ss 226 


Példák 
Feladatok 
a) Gyakorló feladatok ................... ÁNisés Szög at e GGEEK ERESESERÉNBBRE saga ÖL 
b) Fizikai feladatok .............. TA sz zE NÉK SE EE ELNE Áe tá aes breét AL egét EZ 
MEGOLDÁSOK 
BEVEZETÉS 


c) Differenciálegyenletek jelentősége és származtatása .................... 244 


I. ELSŐRENDŰ, AZ ISMERETLEN FÜGGVÉNY DERIVÁLTJÁBAN ELSŐFOKÚ 


1. §. 


3 $ 


KÖZÖNSÉGES DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 


Szétválasztható változójú differenciálegyenletek 
a) Gyakorló teladatok pe. A.A AA eV... b6$66060..€£—[.. 0... 989.6...k...].]./r. őt 996... AN 6€£—.(.... 248 
b) Geometriai feladatok ........... sss vel emssssszszssekrssssesétsess .s. 252 
c) Fizikai feladatok VB AVAG VERE B.E.L..]. . 4 ll NK AK KK VK E A E, LV E 9$96 4664. —. 989696 6/.]. 5 e 253 
4]: Vegyes -teladátok mentsétek mák Ses eat EÜ BA ká E SNEK t lő ,.. 254 
Szétválasztható változójúra visszavezethető differenciálegyenletek 
új. Gyakorló. leládátók. eszéért emssk két evek ess ek b re bbá ka kB 4 ké .. 254 
a) JE sz Jf(lax tbydto VÉVE LEAVE EBEAS6. e Pp 6 6ó6t s 6 9e.... 9660... 254 
8) Homogén (fokszámú) differenciálegyenletek : 9 sz fa ) kel ze vá sk kés tá LÉ 
ax tby7]- c 
y) y — TF BG... 996009... 256 
ax tBy 
ő) Homogén , dimenziójú" differenciálegyenletek ........... Él sáép sk ss. 257 
b) Vegyes feladatok (lk KK E E EK EK KK EK EK EK EK EK EK EK EK EK EK EK RK EK EK EK VK NK OK SK TK VC ENNEK VNC VEN VP NP VEN VENNY VEN? VEN VINNY VENNY VEN VENP NP EN? VEN Ú 9... 258 
Elsőrendű lineáris és erre visszavezethető differenciálezgyenletek 
a) Gyakorló feladatok ............ Ke za 409 
a) Lineáris differenciálegyenletek ................... KASE AAN ETEY KÉK EKET 259 
8) Bernoulli-féle differenciálegyenletek ......................... 6234 201 
y) Jacobi-féle d:ifferenciálegyenletek ................................ 262 


b) Vegyes féladátok vésezzesesséséseéseszs zta se sk bee vk ei kin etek 4.44, 202 
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4. §. Riccati-féle differenciálegyenlet 


5. §. Egzakt differenciálegyenletek. Integráló tényező (Euler-féle 


multiplikátor) 

aj Gyakorló feladatok BV AVÁAALELEGEEEVPÉVEALEAEAAAAELEEELEEAEAA AAA ABB. L]. 265 
a) Egzakt differenciálegyenletek ......s.sssss sessvese elél a ááá ANT 
8) Integráló tényező (Euler-féle multiplikátor) ..............ssessssoss 287 


b) Fizikai feladatok B. AVAAEAGAGAGAGAEALEAGALOAEPLAEAGAGAEALAEVPLEVAEANELALAALee. 268 


6. §. Általános megoldási módszerek az ismeretlen függvény deriváltjára 
nézve explicit alakban megadott differenciálegyenleteknél 


7. §. 


a) Az iránymező és az izoklínák megrajzolása ..........sssesssssess sose 269 


b) Közelítő megoldás sorozatos közelítéssel, illetve hatványsor alakjában ... 269 


Szinguláris pontok 


II. ELSŐRENDŰ, AZ ISMERETLEN FÜGGVÉNY DERIVÁLTJÁBAN 


1. §. 


(11. 
1. §. 


2. §. 


IMPLICIT DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 


Speciális alakú elsőrendű implicit differenciálegyenletek 


a) Gyakorló feladatok ....isiivee ee ee esse esést SA tl dása lt 
b) Geometriai feladatok .........s....... s. KÖSSÉK A E e SÓ 


Szinguláris megoldások. Burkolo görbék 


Trajektoriák 

a) Gyakorló feladatok ...ssssváéés esse. kévét dálársztsáséssn ast szeszes árd TŐ 
b) Geometriai és fizikai feladatok ........................... dest ése ét 274 
SPECIÁLIS TÍPUSÚ MÁSODRENDŰ DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 


Hiányos másodrendű differenciálegyenletek 

a) Gyakorló feladatok 28... 666... Bee AP LE. 680646. 6606e.e../(.-. A dl ll 4 UK EK HK E EK EK HK EK HE E E) 285 
b) Geometriai és fizikai feladatok ...........issvsie ss KÖ BBE ll eket s... 284 
Hiányosra visszavezethető másodrendű differenciálegyenletek 


a) Lineáris differenciálegyenletek BP ÁÁ AA AAA AAA AEEPOEPEVAG A ANeLPEBPVA 287 
b) Homogén , dimenziójú" differenciálegyenletek ......... ZS KE BE ÉSTA dr ök ék 287 


IV. ÁLLANDÓ EGYÜTTHATÓJÚ ÉS ILYENRE VISSZAVEZETHETŐ 


LINEÁRIS DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 


a) Gyakorló feladatok ......ssvsvseesssesesses EE ESÉS EEEN ő EZÉSE SES ÉR 2858 


b) Fizikai feladatok AAA AAA AEAAEOAAAEAL AAA AEAEACE AA AEEoeEeEGEVWBEL 240 


. 2 hd 
Irodalomjegyzék 4 lk KC EK E EE RK SK KK ER EK EK SEK BKK EK NK EGK HK SK SK EK HK EK SK EK EK NK EK EK EL SK EK SEK EGK EK SK EK SK EK SEK RK EK EK E SEK OEK SEK SK EK EK EK SK BEK SEK EK E EK EJ 293 


BEVEZETÉS 


a) Definíció, Egy olyan egyenletet, melyben állandókon kívül egy (vagy 

osztályozás több) független változó, ennek (vagy ezeknek) valamilyen 

ismeretlen függvénye (vagy függvényei) és ennek a függ- 

vénynek (vagy függvényeknek) a független változó (vagy változók) szerinti közönséges 

(vagy parciális) deriváltja vagy deriváltjai szerepelnek, differenciálegyenletnek nevez- 
zük. 


Ha a differenciálegyenletben szereplő ismeretlen függvény egyváltozós [y — 
— y(x)], s így ennek a független változó szerinti, ún. közönséges deriváltjat 
, gy un dy dy) az 5 
b ne y" sz gr ládát — za) lépnek fel, akkor a differenciálegyenletet 
közönséges differenciálegyenletnek nevezzük, 
Például : 


2 ; 
1. y—-zytérasinx — 0; 


2. ay" 3By o 4yy— fh); 
3.  yt—(1-4ypy?9) 0; 


d? . 
4. lg tgsiny — 0; 


5 Éy 34xy h(2—p)y7-0; 
6. általános (implicit) alakban: 
F(XYYGY ses VM) — 0; 


7. általános, a legmagasabb rendű deriváltra kifejtett (explicit) alakban; 
yy —m GC (x, y, y,y", f.zúsi ya), 


Ha a differenciálegyenletben szereplő ismeretlen függvény két- vagy többválto- 


zós (pl. y — y (x1. X2. . . . , X4). S így ennek a független változók szerinti parciális 
deriváltjai 


, . 9y , , 9y , 99y ,. 92y 
Ya ag? ér öddddi Va ax? MAG Ax" Jaa axox 


lépnék fel, akkor a differenciálegyenletet parciális differenciálegyenletnek nevezzük 
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. Például : 
921 921 
8. S Tájiz tt a? —s — X; 
9x? 9y? " 


92u 92u 92 9 du 
. —a 4H2B :— 7— 3 -- b— -- cu — f (x,y); 
10. Aza Borg ta Hg s ze ab f (x,y) 
. 92 92 s öszölta 
1]. Fixy 2, 9x " 9y — 0; 


12. Általános alakban: 


F 


Xi X2 e s, Xrp 9 ax! Ox." 9x — 0. 


Ha az ismeretlen függvények (akár egy-, akár többváltozósak) száma egynél 
több, akkor — az ismeretlen függvények meghatározhatósága feltételének meg- 
felelően — az ismeretlen függvények számával egyenlő számú differenciálegyenletből 
álló, ún. (közönséges vagy parciális — aszerint, hogy az ismeretlen függvények egy- 
vagy többváltozósak—) differenciálegyenlet-rendszerrel van dolgunk. 


Például: 
sú 12 ya 
B —2y— 29 9 
82 8 mya Fk 5y2— Va 
3-2 F byebye 


Megjegyzés. A következőkben csak közönséges differenciálegyenletekkel 
foglalkozunk, mégpedig kizárólag valós függvényekre szorítkozva. 


a) DEFINÍCIÓK, OSZTÁLYOZÁS 17 


Mind a közönséges, mind a parciális differenciálegyenleteknél és differenciál- 
egyenlet-rendszereknél alapvető osztályozási szempont a differenciálegyenletben 
(illetve differenciálegyenlet-rendszerben) fellépő dériváltak rendszáma. A differenciál- 
egyenlet rendszámát a benne szereplő legmagasabb rendű derivált határozza meg. 
Ennek megfelelően beszélünk elsőrendű, másodrendű, . . . , 1-ed rendű közönséges 
(vagy parciális) differenciálegyenletről (vagy differenciálegyenlet-rendszerről). Így 
az előbb felhozott példák közül az 1. és 3. elsőrendű közönséges differenciálegyenlet, 
a 13. és 14. elsőrendű közönséges differenciálegyenlet-rendszer, a 2., 4. és 5. másod- 
rendű közönséges differenciálegyenlet, a 6. és 7. n-ed rendű közönséges differenciál- 
egyenlet, a 11. elsőrendű parciális differenciálegyenlet, a 8., 9. és 10. másodrendű 
parciális differenciálegyenlet, a 12. n-ed rendű parciális differenciálegyenlet. 

Egy másik — szintén lényeges — szempont szerint a differenciálegyenlet (vagy 
differenciálegyenlet-rendszer) lineáris (elsőfokú) vagy nem lineáris. Ha a differenciál- 
egyenlet (vagy differenciálegyenlet-rendszer) olyan, hogy — esetleg megengedett 
átrendezés után — az ismeretlen függvény (vagy függvények) és ennek (vagy ezeknek) 
deriváltjai csak első hatványon szerepelnek benne, és ezek szorzatai nem lépnek fel, 
akkor a differenciálegyenlet (vagy differenciálegyenlet-rendszer) lineáris — ellenkező 
esetben nem ineátis [ey a fenti példák közül az 1., 2., 5., 8., 9., 10., 13. és 14. lineáris, 
a 3. és 4. nem lineáris, a 6., 7., 11. és 12. lehet lineáris is és nem lineáris ís, F-től, 
illetve G-től függően. 


b) Differenciál- Egy differenciálegyenletet megoldani annyit jelent, mint 
egye mele BEBE meghatározni mindazokat a függvényeket, melyek derivált- 
oldások 8 jaikkal együtt az adott differenciálegyenletet azonosan 
geometriai kielégítik. Ezek a függvények a differenciálegyenlet meg- 
értelmezése oldásai. A differenciálegyenletek elméletének alapfeladata 


adott differenciálegyenlet összes megoldásainak keresése és 
ezen megoldások sajátságainak vizsgálata. Mivel a differenciálegyenletek megoldását 
általában integrálokra vezetjük vissza, a megoldást szokás a differenciálegyenlet integ- 
ráljának nevezni, magát a,differenciálegyenlet megoldásainak megkeresését a differen- 
ciálegyenlet integrálásának, 

A differenciálegyenletek megoldásai között megkülönböztetünk általános meg- 
oldást és partikuláris megoldásokat, más szempont szerint reguláris (vagy közönséges) 
és szinguláris megoldásokat. 

Az n-ed rendű közönséges differenciálegyenlet általános megoldása az a differen- 
ciálegyenletet azonosan kielégítő függvény, mely pontosan n tetszőleges, egymástól 
független állandót (paramétert) tartalmaz. Pl. az 


FE (Xx, Y; y, y, ... , y 1) — 0 
differenciálegyenlet általános megoldása 


D (xv, Cs Coo. 5C) 50 
alakú. 
Az n-ed rendű közönséges differenciálegyenlet partikuláris mégoldásai olyan, 
a differenciálegyenletet azonosan kielégítő függvények, melyek legfeljebb n—1 
tetszőleges, egymástól független állandót (paramétert) tartalmaznak. Speciális esetben 
a partikuláris megoldások egyetlen paramétert sem tartalmaznak. Általában az általános 
megoldás tartalmazza a differenciálegyenlet összes partikuláris megoldásait. Ez esetben, 


2 Közönséges differenciál egyenletek — 44 231/VII. 
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ha az általános megoldásban szereplő C,, Co, ..., Can állandóknak meghatározott 
értékeket adunk, kapjuk a differenciálegyenlet partikuláris megoldásait. 


A differenciálegyenlet valamely partikuláris megoldásának kiválasztásához szük- 
séges bizonyos kezdeti feltételeket (pl. közönséges differenciálegyenletnél: adott függet- 
len változó értékhez tartozó függvényértéket és n-ed rendű differenciálegyenletnél 
még az (n — 1)-edik deriváltig bezárólag a deriváltakat) vagy — elsőnél magasabb 
rendű differenciálegyenletnél — kerületi (határ-) feltételeket (pl. másodrendű közön- 
séges differenciálegyenletnél két független változó értékhez tartozó függvényértéket, 
kerületi pontot) megadni. Az ezek alapján meghatározott partikuláris megoldásnál 
azt mondjuk, hogy az az adott kezdeti, illetve kerületi feltételeket kielégítő partikuláris 
megoldás. 


Az elsőrendű . 
I F(x,y,y) 7-0 
D (x,y, CC) —0 


általános megoldása az (x,y) síkban egy egyparaméteres görbesereget határoz meg. 
A másodrendű 


közönséges differenciálegyenlet 


F (x, V: y y) —0 
közönséges differenciálegyenlet 


D (x, y, Cs: C —0 
általános megoldása egy kétparaméteres görbesereget határoz meg. Általában, az 
F(XYYYYY ...., 9) 0 
n-ed rendű közönséges differenciálegyenlet 
(XV CC Gssssszy E) SV 


általános megoldása egy n-paraméteres görbesereget határoz meg. 

Egy elsőrendű közönséges differenciálegyenletnél egy kezdeti feltétel megadása 
geometriailag egy P, [xo. y(xo)] pont megadását jelenti, és az ezt a kezdeti feltételt 
kielégítő partikuláris megoldás meghatározása annak a görbének kiválasztását jelenti 
a differenciálegyenlet megoldásait ábrázoló görbeseregből, amelyik az adott P, ponton 
keresztülmegy. 

Egy másodrendű közönséges différenciálegyenletnél az y(xo), y (xo) kezdeti 
feltételek megadása geometriailag egy BP, [Xo; y(xo)] pont és egy irány (pontosabban 
iránytangens: tga, — y (xo)) megadását jelenti, és az ezeket a kezdeti feltételeket 
kielégítő partikuláris megoldás meghatározása annak a görbének kiválasztását jelenti 
a differénciálegyenlet megoldásait ábrázoló görteseregből, amelyik az adott P, ponton 
keresztülmegy, és e pontban az érintőjének az iránytangense az adott. 

Ha az 


ym sz f (xy YI YT) 


n-ed rendű közönséges differenciálegyenlet jobb oldalán álló függvény összes argu- 
mentumainak egy D zárt tartományhoz tartozó bármely xo, y(xo), 9 (xo). y"(Xoi . . . 
yn-D(x,) értékrendszeréhez egy és csakis egy olyan y — y(x) függvény tartozik, mely 
a differenciálegyenletet azonosan és a megadott kezdeti feltételeket is kielégíti (unicitás 
feltétele), akkor ez az y — y(x) függvény a differenciálegyenlet reguláris (vagy közönsé- 
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ges) megoldása. A differenciálegyenlet reguláris megoldásának minden pontjában a 
jobboldali f függvénynek folytonosnak és korlátosnak kell lennie és ezenkívül összes 
argumentumaira vonatkozólag ki kell elégítenie az alábbi, ún. Lipschitz-feltételt : 


f(x, y, y, I ... , Vr) 5: fex, y; y ; Pp; ... , 97) szt 
SM egyb EIT ey EIT Eg leesem 
ahol M egy pozitív állandó. 
Az 


yo — f (x, y, y háj öetáséi , yi) 


differenciálegyenlet jobb oldalára pl. biztosan teljesül a Lipschitz-feltétel, ha az argu- 
mentumainak D zárt tartományában léteznek és folytonosak f-nek az y,y,y",..., 
yn-D szerinti elsőrendű parciális deriváltjai. 

Egy differenciálegyenlet olyan megoldását, mely egyik pontjában sem tesz eleget 
az unicitás feltételének, szinguláris megoldásnak nevezzük. Ennek értelmében egy 
szinguláris megoldás bármely (x, y) pontjának tetszőleges környezetében legalább két 
olyan integrálgörbe létezik, mely e ponthoz tartozó, megadott kezdeti feltételeket 
kielégíti. Így, ha a differenciálegyenlet jobb oldalán álló f függvény folytonos, akkor 
szinguláris megoldások csak azon pontokon haladhatnak keresztül, amelyekben a: 
Lipschitz-feltétel nem teljesül, 


Megjegyzés. A differenciálegyenletekkel kapcsolatban általában nem a 
megoldásnak az elemi függvények segítségével felépített, , zárt" alakban való elő- 
állítása iránt érdeklődünk. Hiszen ez a feladat igen sokszor megoldhatatlan, s ha esetleg. 
meg is oldható, de bonyolult eredményre vezet, teljesen érdektelen. Elméleti és gyakor- 
lati szempontból egyaránt jóval fontosabb a megoldás egzisztenciájáról meggyőződést 
szerezni, a megoldásnak különböző sajátságaira, menetére felvilágosítást nyerni, s ha 
zárt alakban való előállítása reménytelennek látszana, a megoldásra jó és gyakorlati 
szempontból kielégítő közelítéseket adni. 


c) Differenciál- 
egyenletek 
jelentősége és 
származtatása 


a) A legegyszerűbb fizikai, illetőleg műszaki folyamatoknál 
az ott szereplő mennyiségek egymással arányosan, helye- 
. sebben lineárisan változnak. 


Pl. Egyenletes, egyenesvonalú mozgásnál: 


8 
$ — Vt, UV — — 
t 


(s — út, t — időtartam, v — sebesség). 


Egyenletes forgómozgásnál: p7- ot, 0 — ka 

(p — elfordulás szöge, t — időtartam, w — szögsebesség). 
. . s . , ? LA A 
Prizmatikus rúd tiszta húzásánál: A szél lami; 


(A — megnyúlás, ll — kezdeti hossz, e — fajlagos nyúlás). 
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Állandó nyomásnál kiterjedő gáz maximális munkája: L-pVv 
(L — munka, p — nyomás, V — térfogatnövekedés). 

Egyenáram melegfejlesztése: A —iRt 
(A — fejlődött hőenergia, i — áramerősség, R — ellenállás, t — időtartam). 


Az ilyen jelenségekkel és folyamatokkal kapcsolatos számításoknál csupán 
egyszerű algebrai műveletek szerepelnek. Ha viszont a vizsgált folyamatban szereplő 
mennyiségek változásai nem arányosak, helyesebben, ha a köztük levő összefüggés 
nem lineáris, akkor a fenti egyenletekben szereplő arányossági tényező szerepét a 
lokális (vagy a momentán) változási arány veszi át, melynek a differenciálhányados 
a matematikai kifejezője. Abban az esetben tehát, ha a például felhozott fenti jelenségek, 
illetőleg folyamatok nem egyenletesen mennek végbe, akkor a bennük szereplő mennyi- 
ségek változásai közti kapcsolatnak a matematika nyelvén való leírása csupán differen- 
ciálok, illetőleg differenciálhányados felhasználásával lehetséges, 


P1.: Változó mozgásnál: ds — v dt, v — g . 
Dai jesz dp 
Változó forgásnál: dp — o dt, 0 — dé" 

; Ji zsző dé 
Heterogén alakváltozásnál: df — e dx, absz 
Változó nyomásnál táguló gáz maximális munkája: dL — p dV. 
Változó áram melegfejlesztése; dA — iR dt. 


Minthogy pedig a fizikai, illetőleg műszaki folyamatoknál szereplő mennyiségek 
közt — az esetek túlnyomó többségében — nem lineáris kapcsolat áll fenn, azért a 
folyamat kialakulásának matematikai törvényszerűségét az ott szereplő mennyiségek 
differenciáljai, illetőleg differenciálhányadosai közt fennálló összefüggések, differen- 
ciálegyenletek fogják kifejezni. 

Számos, az alkalmazásokból vett példa mutatja, hogy egy jelenség vagy folyamat 
vizsgálatánál a kiindulásul szolgáló differenciálegyenlet jóval egyszerűbb szerkezetű, 
mint a megoldásul kapott egyenletek. Ennek oka az, hogy időben és térben , közvetle- 
nül szomszédos" állapotok közti kapcsolatokra — más szóval infinitezimális kicsiny- 
ségű változásokra — egyszerűbb törvények érvényesek, mint a jelenség teljes lefolyá- 
sára. Épp ezért az általános természeti törvények igen nagy része differenciálegyenletek- 
ben jut kifejezésre. 

. . B) Differenciálegyenletek igen gyakran szerepelnek a mechanikában, elméleti 
fizikában, műszaki tudományokban, de a legszemléletesebb példák, amelyek bevezetés- 
ként megemlíthetők, a geometriából vehetők. 

Legyen 


D (x, y: C) — 0 
egy egyparaméteres görbesereg egyenlete. Ha ezt x szerint differenciáljuk, nyerjük: 
DB. -- Gy — 0. 
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E két egyenletből C-t kiküszöbölve — bizonyos feltételek teljesülése esetén — , nyerjük 
a következő elsőrendű differenciálegyenletet: 


F(x,y,y) zs 0. 


Ez a differenciálegyenlet — melynek D (x, y, C) — 0 az általános megoldása — az 
adott görbesereg különböző görbéire jellemző bizonyos közös sajátságokat titkröz 
vissza, ezért az adott görbesereg differenciálegyenletének nevezzük. 
Általánosságban, ha az n-paraméteres görbesereg 
DIX VC Csssirs EG) —0 
egyenletét x szerint n-szer differenciáljuk és a görbesereg egyenletéből, valamint a 


b 98 


öx Ty? ss 
BD  , BD , BAD , 00 ,, 
a VT 9 öxop? tazy tap? 7 
99 93 , 90 ,,, 
a8 Vö azgpi teisetgyy 50 
s 2. ..... ... gp 22 ím sz 0 


összesen n -t- 1 egyenletből álló rendszerből a C,, C;, . . . , C, paramétereket kiküszö- 
böljük — bizonyos feltételek teljesülése esetén — nyerjük az adott görbesereg 


F(XY.Y Yes) 0 
differenciálegyenletét. 


Példák 


1. — Egy tárcsa (kör) kerületén megfeszülő szíj (szalag) azzal az ÁB ív mentén 
érintkezik. Mekkora lesz a feszes és laza ág menti feszültségek viszonya, ha a szíj és 
a tárcsa közti súrlódásra a Coulomb-féle törvényt tekintjük érvényesnek? 


Noha csupán a feszes és laza ág menti feszültségek viszonyát kérdezzük, feleletet 
csak akkor tudunk adni, ha a szíjfeszültségnek az ÁB ív mentén bekövetkező változását 
meghatározzuk (1. ábra). Az AB ív valamely pontjában a T feszültség egyelőre ismeret- 


FSZ 
len T(p) függvénye egy alkalmasan választott független változónak, pl. az AB ív egy 
pontját meghatározó p középponti szögnek. Ezt akarjuk meghatározni. Evégből a 
szíjat most a p szög által meghatárzott A" helyen képzeljük elvágva és az egyensúly 
fenntartása végett az egyelőre ismeretlen T érintőirányú megfeszülést alkalmazzuk. 
Azután még egyszer elvágjuk a szíjat a dp szöggel távolabbra fekvő B" helyen és ismét 
egy érintőleges irányú megfeszülést alkalmazunk, amelynek nagysága azonban már nem 
T, hanem T -t- dT, mert hiszen a szíj megfeszülése To-tól T,-ig folytonosan növekszik. 
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sss 
Az AB ívelemen fekvő elemi szíjrészre mármost a következő erők hatnak: 
A két megfeszülés a szíjelemet a tárcsának szorítja neki, és ha a tárcsa nem 
forogna, az odaszorító erő éppen megegyeznék e két erő eredőjével, dR-rel, amelyet 
a vektorháromszög felrajzolása által azonnal meghatározhatunk;: 


dR — 2T sin a3T dg. 


A tárcsa forgása következtében a szíj tehetetlenségéből eredő centrifugális erő 
dR erővel ellentétes, és csökkenti azt a nyomást, amivel a megfeszülések a szíjat a tár- 
csához szorítják. A centrifugális erő, hab a szíj szé- 
lessége, Ö a vastagsága, y a térfogategység súlya és 
v a kerületi sebesség: 


Y b gy 
vagyis ha 
— Y bőv, 
§ 
egyszerűen 
dC — C do. 


A szíjelem és a tárcsa közötti sugárirányú nyo- 
más eszerint 
dR — dC — (T — C) de. 
Az ezáltal ébresztett súrlódás u (T — C) do, 


génely szükségképpen megegyezik a szíjelem két végét megtámadó megfeszítés kü- 
lönbségével, azaz dT-vel, amiből ezt a differenciálegyenletet kapjuk; 


dT — u (T — C) do 


141. ábra 


vagy 
dT 


dp 

Az erők egyensúlyi feltételének megállapításánál a következő hibákat (elhanya- 
golásokat) követtük el: A dT feszültségdifferenciál normálisirányú komponensét figyel- 
men kívül hagytuk, továbbá a tárcsa A B" ívére ható normálisirányú nyomóerő 


— u (T — 0). 


2T sin ék. értékét 7 dp-vel helyettesítettük. Ezek a differenciálokkal való számolásnál 


történt elhanyagolások azért jogosak, mert a differenciálok közti egyenletből mindenkor 
integrálással jutunk véges egyenletekhez, az integrálásnál történő határátmenetnél 
pedig az elhanyagolásokból eredő hibák elenyésznek (0-sá válnak). 


A fenti meggondolásokból nyert differenciálegyenlet minden különleges elő- 
ismeret nélkül integrálható. Ugyanis 


dT(p) 
Tip ő PB 
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s mindkét oldalon p — 0-tól p — a-ig integrálva: 


[n : T(p) — CI —E[PT or 


azaz 
in :T(a)—Ci—hn:T(0)—Ci ua, 
ame F—el7pe 
T(0) —C Ta G 
vagy 
LE Borz ttlTe TT 
T, —C 
adódik. 


Az er" — € hányadost feszültségi viszonynak nevezhetjük el, és nagy fontossága 
abban rejlik, hogy ismerve az értékét, segítségével, valamint a tárcsáról a tengelyre 
átvitt M — Pr nyomatékra fennálló 


(T,—T)r—-M-Pr 
összefüggéssel, meghatározhatjuk mind a T,, mind a T, megfeszítések nagyságát: 
P 


e — 1? 


T,—C sz 


amivel azután az összes szilárdsági számítások elvégezhetők. 


2. Ha két párhuzamos síkkal határolt üveglapra merőleges fénysugárnyaláb esik, 
akkor a beeső fény kezdeti I, intenzitása az abszorpció folytán fokozatosan csökkenni 
fog. Valamely dx vastagságú réteg által elnyelt fény arányos a rétegbe érkező fény I 
intenzitásával, a dx rétegvastagsággal és az üveg x abszorpciós együtthatójával. Tehát 
az intenzitásnak a rétegben bekövetkező csökkenése 


dI — — ax I dx, 


ahol a csökkenést a negatív előjel fejezi ki. Az abszorpció differenciálegyenletét az előbb i - 
példában követett módszer szerint megoldva nyerjük; 


éa. 
[, 


— xx 
€ 


ahol I, illetőleg J/, a kilépő, illetőleg belépő fény intenzitása és x a réteg vastagsága. 

Megjegyzés. Radioaktív anyagok bomlási folyamata, légköri nyomás 
csökkenése, áramlökést követő áramlás lefolyása a fentivel egyező alakú differenciál- 
egyenletre vezet. 
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3. — A sebesség n-edik hatványával arányos légellenállást tételezve fel, a szabadon 


eső test v sebességét a 
dv 


mg. o k.wvn 
d, ERZEK 


differenciálegyenlet határozza meg (g a nehézségi gyorsulás, k a súrlódási tényező). 
4. l mol tökéletes gáz p nyomása, V térfogata és T abszolút hőmérséklete közt a 
pV-RT 


állapotegyenlet áll fenn (R — c, — c, ahol c, illetve c, az állandó nyomás, illetve 
térfogat melletti fajhóő). A gáz hőtartalom- növekménye; 


dO tem c, dT 3- p a dV. 
Adiabatikus állapotváltozás esetén dO — 0, tehát 
c, dT -- pdV — 0. 


Az állapotegyenletből nyert p — v — (cp — c) 5; értéket helyettesítve 


cv dT -- (cp — ey 7 dV — 0, 


vagy rendezve: 


5. Legyen egy körvezető ohmos ellenállása R, önindukció-tényezője L (2. ábra). 
Ha a körvezetőben egy, a t időtől tetszés szerint függő, E(t) elektromotoros erejű 
áramforrás működik, akkor a körvezetőben folyó áram erőssége ugyancsak a t idő 
függvénye lesz: i(2). 

Kirchhoff II. törvénye értelmében az áramkörben fellépő eredő feszültségesésnek 
egyenlőnek kell lennie a bekapcsolt áramforrás elektromotoros erejével. 8 ASOTÉSTÉSSE 


ohmos ellenállás Ri, az önindukció pedig L ; feszültség- 
R L 
b] esést idéz elő, fennáll: 
di 
L — 3-Ri— E(0. 
— 0 E(t) dt vét (9) 
Z2. ábra 


Ily módon az elektromos áramlás időbeli lefolyását leíró 
differenciálegyenlethez jutottunk. 
6. Legyen egy állandó keresztmetszetű, / hosszúságú, 
homogén, vízszintes rúd egyik végén befogva, másik végén 
ES szzaszzzi —e P — állandó függőleges irányú koncentrált erő terheli "8. 
ábra). 

Feltételezzük azt, hogy a rúd hosszirányára eredeti- 
leg merőleges síkmetszetek a hajlítás után is síkmetszetek 
3. ábra maradnak, és hogy ezeknek a síkmetszeteknek a hajlítás- 
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nál való elfordulása oly kicsiny, hogy az elfordulási szög tangensének négyzete elhanya- 
golható. 


Vizsgáljuk a rúd azon részének egyensúlyi állapotát a hajlítás után, melyet 
hajlítás előtt az x — ! és x — x keresztmetszetek határoltak. A lehajlás után nyugalom 
áll be, tehát az (x, 1) darabra ható erők eredője, valamint eredő nyomatéka zérus. 
Miután a rúdra tisztán hajlító, azaz 
függőleges irányú terhelő erő hat, víze 
szintes komponenssel csak azok a 
normális feszültségek bírnak, melyek 
. az (x, 1) darabra az (x) keresztmet- 
szetben hatnak. Az egyensúlyhoz te- 
hát szükséges, hogy a keresztmetszet- 
ben ható a, normális feszültségek 
eredője zérus legyen: 


dz 
gy EZ 


[/ kezét dy dz — 0. F területű Terhelés 
(PF) (x) keresztmetszet előtt 
Ezt az egyensúlyi egyenletet a 4. 4. ábra 


ábra alapján átalakíthatjuk. 
Ugyanis a dy : dz alapú, dx magasság 


[A 


hasáb fajlagos nyúlása: 


d£É 
€. keszz ax - $; 
a felületegységre ható normálfeszültség: 
Ey 


(E — rugalmassági modulusz, c — súlyponti szál görbületi sugara). Így írható: 


[o dy dz — Ef] e, dy dz — 5 JJ? dy dz — 0. 
(F) 


(F) (F) 


ff vdydz 


2 F . a rúdkeresztmetszet súlypontjának y koordinátája, tehát 


az első egyensúlyi egyenlet azt fejezi ki, hogy a nyúlásmentes, tehát feszültségmentes 
szál éppen a keresztmetszetek súlypontjait tartalmazó szál, az ún. súlyponti (rugalmas ) 
szál. I 

Az egyensúly második feltétele az, hogy az (x, ]) részre ható erőknek bármely 
tengelyre, tehát pl. az (x) keresztmetszet súlypontján átmenő vízszintes tengelyre vonat- 
kozó forgató nyomatéka zérus legyen. 


Minthogy az y, z koordinátákkal bíró dy dz területű felületelemre a o-, dy dz — 


Minthogy 


s- ő ydydz normális irányú belső erő hat, és ennek az erőnek a karja (a súlyponton 
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átmenő VEZÉEMARSS tengelytől való távolsága) y, tehát a felületelemre ható belső erők 


áyómátéka s § y? dy dz, és így az egész (x) keresztmetszetre ható belső erők nyomatéka: 


z [[y EI 
aze; d dz — . 
2 lt e 


(F) 


(Itt I a keresztmetszetnek, a súlypontján átmenő, vízszintes tengelyre vonatkozó 
másodrendű nyomatékát jelenti.) 

Ennek a nyomatéknak egyenlőnek kell lennie a P erőnek az (x) keresztmetszetre 
vonatkozó P (l — x) nyomatékával : 


BE sz hájjazőj; 
44 


Felhasználva a görbületet szolgáltató seg szik képletet és figyelembe 


3 
(I -- y?)? 
véve azt a feltevést, hogy y"-nek a négyzete elhanyagolható, nyerjük a hajlított rúd 
rugalmas szálának differenciálegyenletét : 


la 2 . MG) 
VESSE SA ETT Tt 
rő Ha az m tömegű testre, melynek az egyensúlyi helyzettől mért kilengését az 
x koordináta méri, —rx visszatérítő erő (r — rugóállandó), — s sa csillapító erő 


dt 
(s — csillapítási tényező) és a P, sin w t periodikus kényszerítő erő hat, akkor a dina- 
mika alaptörvénye szerint (szabad tömeg szorozva gyorsulással — ható erők eredője), 
a csillapított lengőmozgás differenciálegyenlete : 


dx 
mag tsg trxz Po sin a t. 


Megjegyzés. Torziólengések esetén hasonló módon a következő differenciál- 
egyenlet adódik: 


jé Pn sa Fk rpz7 mM, 

ahol JI a lengőtestnek a forgási tengelyre vonatkozó inercianyomatéka, M a kényszerítő 
forgató nyomaték és p a kilengési szög. 

8. R sugarú kör-keresztmetszetű csőben (melynek L hossza nagy R-hez képest) 
P: — pi nyomáskülönbség hatása alatt stacionárius (időben állandósult) folyadék- 
áramlás alakul ki. A fallal érintkező folyadékréteg nyugszik, tehát a belső súrlódás 
miatt fékezi a környezetében mozgó folyadékréteget. A sebességeloszlás nyilván szim- 
metrikus lesz a cső tengelye körül, vagyis valamely pontban mutatkozó v sebesség 
csupán a tengelytől mért r távolság függvénye lesz. A v — v(r) összefüggés megállapí- 
tásához szükségünk van a Newton-féle súrlódási törvényre. Eszerint a súrlódási erő 

dv 


PE nFa s 


c) DIFFERENCIÁLEGYENLETEK JELENTŐSÉGE ÉS SZÁRMAZTATÁSA. PÉLDÁK 2i 


ahol F az érintkezési felület területe és n a súrlódási együttható. Az érintkezési felület, 
vagyis az egységnyi hosszúságú, " sugarú hengerpalást területe: F— 2 mr, tehát 
Pb-n2ar vi. . Az r és r -- dr sugarú hengerekkel határolt rétegre ható súrlódási 


erők eredője tehát a külső és belső hengerpalástra ható P erők differenciálja: 
dv 
— 2 szésői IA 
dP —2and f 7A 


Ezt a dr vastagságú folyadékrétegre ható súrlódó erőt stacionárius áramlás esetén a 
réteg alap- és fedőlapjára ható nyomó erők különbége ellensúlyozza. A nyomó erők 
különbsége egyenlő a hosszegységre eső nyomásveszteség szorozva a nyomott terület- 


Pp 


tel — e. 2 nr dr. Stacionárius áramlás esetén gyorsulás nincs, a szóban forgó 


folyadékréteg sebessége állandó, tehát a reá ható súrlódó és nyomó erők eredője zérus, 
azaz 


dP -t 5. 2nrdr — 0. 
Eszerint az áramlás differenciálegyenlete: 
—2xmd baskd — Pa Pig rdr 
dr L ú 


vagy kifejtve 


d"v 1 dvd  — D2—Dpi 


SS — 


dr? "9 r dr Lm " ő, ábra 


9. —— Függesszünk fel egy kötelet az A és B pontokban (5. ábra). Tegyük fel, hogy a 
kötél egyes pontjaira csak függőleges irányú terhelés hat, melynek fajlagos értéke 
a(x) [kg/m]. 

Ragadjuk ki a kötélnek az x és x, abszcisszákhoz tartozó P és P, pontok közötti 
szakaszát. A P és P, pontokban érintőirányú T, illetve T, erő hat. Bontsuk fel ezeket 
vízszintes és függőleges irányú komponensekre. Az egyensúly feltételes 

a vízszintes irányú erőkre: H, — H — állandó; 

a függőleges irányú erőkre: V — V, — ( 969 dx. 

Xe 
Ez utóbbiból, ha P, — P, akkor 
dV 
a 4 
Mivel T érintőirányú, azért 
V- Hy. 
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Ezt differenciálva: 


as 
vagyis 
Hy" — g(x). 
Ha pl. a kótelet csak a saját súlya terheli és a hosszegység súlya y kg/m, akkor 
az abszcissza egységére vonatkoztatott súly: 


ds — —— 
— ez, 1 1 "2 
a9-vyz7-yh-y 
Ezzel a ,,kötélgörbe" differenciálegyenlete: 


Hy" -yV1-4y?. 
10. Az 


4—C1y-S 


egyenlet egy olyan körökből álló görbesereget határoz meg, amelyeknek középpontjai 
az x tengelyen fekszenek és amelyek érintik az y — -- x egyeneseket (6. ábra). 


Ehhez az egyparaméteres gör- 

yt besereghez tartozó differenciálegyen- 

vek letet megkapjuk, ha az adott egyenle- 

só tet x szerint differenciáljuk és a két 
egyenletből C-t kiküszöböljük: 


2(x— C) H2dyy — 0. 
Ebből 
SES zgy, 
illetve 
C—-x-tyy. 


Ezeket behelyettesítve az eredeti 
egyenletbe, nyerjük: 


jom 


—yyoty shy) 


vagy rendezve: 
yy?—2xyyt2y—x?—0. 
Ennek a differenciálegyenletnek az általános megoldása: 


66 
x— OV FH z 


Könnyű arról meggyőződni, hogy y — -4- x is megoldása a differenciálegyen- 
letnek: 


(ix (t1—2z(t9g(tD)d42(t9—é- 0. 
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y- 1 x az általános megoldásból C speciális megválasztásával nem származtatható. 
y — xésy — — x a differenciálegyenlet szinguláris megoldásai (I. II. 2. § c)). 
11. Az x tengelyt érintő összes körök seregének egyenlete; 


(x—CJ9-t(Wy— CXI — 


Ebből a körsereg differenciálegyenlete x szerinti kétszeres differenciálással és az állan- 
dók kiküszöbölésével adódik: 


(x—C)t(y—CJy —0, 
1-4y"$FW—Cyy — 


Ezekből 
lty? . l 3- y? 
— C, — — — —7—, illetve x — C) — ——— yi, 
y 2 y 1 y y 

Tehát 

1 4 y?? j 

[- iv] [ht ba; -ba s] . 

y 

vagyis 


1 -4y9) —(yy "4174 y?y?. 
12. Az összes, y tengellyel párhuzamos tengelyű másodfokú parabolák egyenlete: 
y—-— C, 2 t1€ox- Cs 


Ennek a háromparaméteres görbeseregnek a differenciálegyenlete, háromszori differen- 
ciálással közvetlenül adódik: 
y 72Coxt Co 


y si 9 Ci 
y — 0. 


Feladatok 


Határozzuk meg az alábbi egyenletekkel megadott sörbeseregek differenciál- 
egyenletét: 


1. y7- x" 73 CC. 6 xx ty sCx. 

2. ) lme, éb az 7. ysCx1gC 

3. ye GC xx tCe 8. (x2 -- y?)? — C? (x — ya). 
5. 5 st má vádé — 8 10. y — C, sin (x 3- C)). 


11. y-— e (C, x -- C,). 
12. A sík összes köreinek egyenlete: 
Xhyt2Cox32Coyi C,-— 0. (C, S Ci - 09. 


Határozzuk meg ennek a görbeseregnek a differenciálegyenletét. 
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13. — A konfokális ellipszísek és hiperbolák egyenlete: 
x? y i 
sasszé eszzszezés ség: 1 
RG E RG T 


ahol C a változó paraméter. Határozzuk meg ennek a görbeseregnek a differenciál- 
egyenletét, I 
14. Mindazon x tengelyű másodfokú parabolák egyenlete, melyeknek csúcspontja. 
az origóban van: 

y? 2 Dp X. 


Határozzuk meg ennek a parabolaseregnek a differenciálegyenletét. 
15. Mindazon R sugarú körök egyenlete, melyeknek középpontja az x tengelyen 
van, a következő: 


(x— 0? ty -R. 


Határozzuk meg ennek a görbeseregnek a differenciálegyenletét. 
16. A sík összes R-sugarú köreinek egyenlete: 


(x — C)2--(y —Cy—R, 


Határozzuk meg a görbesereg differenciálegyenletét. 
17. A másodrendű görbék 


Ax? 3 2Bxy4-Cyi32Dxi132Ey13F-—-0 


általános egyenlete parabolákat határoz meg, ha AC — B" — 0 és ha A és C nem 
mindketten 0-val egyenlők. Tegyük fel, hogy C -£ 0 (egyébként x és y felcserélendő), 
akkor C-vel osztva y? együtthatója 1 lesz és az összes parabolák egyenletéül a következő 
adódik: 


CSx2H42Coxyid4y 342Cox-t2CyytC,—0 


Határozzuk meg ennek a négyparaméteres görbeseregnek a differenciálegyenletét. 
18. Határozzuk meg az összes másodrendű görbék differenciálegyenletét. 

19. Határozzuk meg mindazon körök differenciálegyenletét, melyek mind 
keresztülmennek az adott P), (g, 0) és P, (0, 9) pontokon. 


20. Határozzuk meg mindazon körök differenciálegyenletét, melyeknek közép- 
pontjai az y — x egyenesen vannak. 

21. Határozzuk meg mindazon körök differenciálegyenletét, melyek az y —. 
— -t tga(x — a) egyeneseket érintik és középpontjaik az x tengelyen vannak. 

22. Határozzuk meg mindazon R sugarú körök differenciálegyenletét, melyeknek: 
középpontjai az adott f (x, y) — 0 egyenletű görbén vannak. 

23. Határozzuk meg mindazon, y tengellyel párhuzamos tengelyű, másodfokú. 
parabolák differenciálegyenletét, amelyeknek csúcspontjai az y — x egyenesen fek- 
szenek. 

24. Határozzuk meg mindazon y tengellyel párhuzamos tengelyű, másodfokú. 
parabolák differenciálegyenletét, melyek keresztülmennek az origón és az adott P (a, 0) 
ponton. 

25. Határozzuk meg mindazon hiperbolák differenciálegyenletét, melyeknek 
aszimptotái párhuzamosak a koordináta-tengelyekkel. 


c) DIFFERENCIÁLEGYENLETEK JELENTŐSÉGE ÉS SZÁRMAZTATÁSA. FELADATOK 31 
26. Határozzuk meg mindazon ellipszisek differenciálegyenletét, melyeknek 
középpontja az origó és tengelyei egybeesnek a koordináta-tengelyekkel. 

j vé ln logaritmikus dekrementum 
27. Az állandó körfrekvenciájú és x § E te E reszsidő e) 
T rezgésidő 
csillapítási állandójú csillapított rezgéseket az 
y:-Cjet-sin(ot 4 Cd) 


kétparaméteres függvényrendszer írja le. Határozzuk meg az ehhez tartozó differenciál- 
egyenletet. 

28. Egy mozgó pont a — állandó szögsebességgel fut végig az r — e"" egyenletű 
logaritmikus spirális pályán. Határozzuk meg e pont adott, origón átmenő egyenesen. 
való merőleges vetülete mozgásának differenciálegvenletét, 

29. Határozzuk meg az 


x — C (t — sin £) 
y — C(1l— cost) 


cikloissereg differenciálegyenletét. 
30. Határozzuk meg az 


x 4 C — a (t — sin?) 
y — a (1 — cos 2), (a — állandó) 


cikloissereg differenciálegyenletét, 


I. ELSŐRENDŰ, AZ ISMERETLEN FÜGGVÉNY DERIVÁLTJÁBAN 
ELSŐFOKÚ KÖZÖNSÉGES DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 


1. §. Szétválasztható változójú differenciálegyenletek 


a) y  — f(x) ] A differenciálegyenlet nem tartalmazza (explicite) az 


ismeretlen függvényt. Feltesszük, hogy az f(x) függvény 
értelmezve van valamely a € x a b intervallumban és folytonos ezen intervallum 
minden belső pontjában. 


A differenciálegyenlet így is írható: 


dy 

dx ni f (x), 
vagy 

dy — f(x) dx. 


A differenciálegyenlet általános megoldása határozatlan integrálással (kvadra- 
túrával) adódik: 


siska 
Ip y-ffddx4 c. 


Tett — ne — e e ma 


C tetszőleges állandó, mely felvehet minden értéket, — co TC a oo. 


Ha x, az (a, b) intervallumnak tetszőleges belső .pontja, és előírjuk azt, hogy az 
xo-hoz tartozó függvényérték y(x,) — yo legyen, akkor az ehhez a kezdeti feltételhez 
tartozó partikuláris megoldás: 


y yot J 19) dx. 


Xe 


Az (x,y) sík a Z x b, — 00 C y a cz tartományának minden belső pontján 
a differenciálegyenletnek egyetlen integrálgörbéje halad át. 

A differenciálegyenlet általános megoldása által meghatározott görbesereg összes 
görbéi kongruens görbék, melyek egymásból y irányú párhuzamos eltolással származ- 
tathatók. 


b) y! — ((y) 33 


b) y — f(y) ] A differenciálegyenlet nem tartalmazza (explicite) a füg- 
getlen változót. Feltesszük, hogy az f(y) függvény értel- 


mezve van valamely a € y c B intervallumban és folytonos ezen intervallum minden 
belső pontjában. 


A differenciálegyenlet így is írható: 


dy 
dx 5 10), 


vagy 
dy — f(y) dx. 


Ha most még feltesszük, hogy fly £0azasadcy cb B intervallumban, 
akkor — kimutathatóan — az ismeretlen függvénynek van inverz függvénye: x — x(y). 
Ha ily módon y-t független változónak vesszük, és x-et tekintjük ismeretlen függvény- 
nek, akkor — az inverz függvény deriváltjának tulajdonságai alapján — differenciál- 
egyenletünket így is írhatjuk: 

- vagy sztó] 

dv ÍV) f9)" 
Ezzel a differenciálegyenletet visszavezettük az előbbi a) esetre. 
A differenciálegyenlet általános megoldása : 


dx 


x-[ 3- C. 
! 


Az y(x,) — yo (— 20 Z xy CT 00,a z yg a b) kezdeti feltételhez tartozó partiku- 
láris megoldás: 


d 
kat [6 


Az (x,y) sík —os ZT xa 00, acy ab tartományának minden belső pontján 
a differenciálegyenletnek egyetlen integrálgörbéje halad át. 

A differenciálegyenlet általános megoldása által meghatározott görbesereg összes 
görbéi kongruens görbék, melyek egymásból x irányú párhuzamos eltolással származ- 
tathatók. 

Legyen mármost f(y) folytonos, azonban az (a, 8) intervallum egyetlen y — 7 
értékénél váljék zérussá, azaz f(m) — 0. A differenciálegyenletnek a fenti általános 
megoldástól különböző megoldása: 


y 5: 1) ha f(ím) — 0. 


Hogy ez a megoldás vajon reguláris vagy szinguláris-e, arra nézve a következőt 
mondhatjuk: 


3 Közönséges differenciálegyenletek — 44 231/VII. 
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v 


1. Ha az [4 A - jo eteB a y o 9 esetén divergens, akkor az y — 7) megoldás 


reguláris ( közönséges 7 § 


2. Ha az ] e integrál y 5 "7 esetén konvergens, akkor az y — 97) megoldás 
szinguláris. 
c) y — f(x) gWy) ] A differenciálegyenlet így is írható; 


d 
ax — fe) ely), 
vagy a változók szétválasztásával: 


Gy 
g(y) TER 


Tegyük fel, hogy aza 7 x € b, c Z y - d tartományban f(x) és g(y) folytonosak 
továbbá g(y) sehol sem zérus. 
A differenciálegyenlet általános megoldása : 


a kr - - — 


Az y(xo) — yo kezdeti feltételhez tartozó partikuláris megoldás: 


[457 fra 


ABzazxacb,c Ty a dtártomány sálájéá egyes (xo, Vo) pontján a differenciál- 
egyenletnek egyetlen integrálgörbéje halad át. 

Ha viszont valamely y — 7) értéknél g(y) zérus értékű, akkor a differenciál- 
egyenletnek a fenti általános megoldásától különböző megoldása; 


9-m ha g(ím) — 0. 


Ez a megoldás 


v 


1. reguláris (közönséges), ha az j 5 integrál y - 9) esetén divergens; 
; j 


2. szinguláris, ha az ] — integrál y — 7) esetén konvergens. 


4) 


d) M (2) N(ydxr-t P(x2) O(ydyz0 39 


d) M(x) N(y) dx -t Ebben a differenciálegyenletben a változók szétválasztha- 
. kH PG) O(y) dy — 01 tók: vs 


MEJAX , GOTA 
P(x) N(y) 
Tegyük fel, hogy az aa xb, ca y ad tartományban M(x), N(y), P(x) 
és O(y) folytonosak, továbbá P(x) és N(y) sehol sem válnak zérussá. 
A differenciálegyenlet általános megoldása: 


M6)dx , ( 009) dy 


P(x) N(y) 


— Fű 


Az y(xo) — ya kezdeti feltételhez tartozó partikuláris megoldás: 
x y 
OEK j 994 
N(y) 


P(x) 
Xo ye 
Aza € x c b,c € y a d tartomány minden egyes (Xg, Yo) pontján a differenciál- 
eg yenletnek egyetlen integrálgörbéje halad át. 
Ha viszont valamely y — m, illetve x — £ értéknél N(y), illetve P(x) zérus értékű, 
akkor az eredeti M(x) N(y) dx -4- P(x) O(y) dy — 0 differenciálegyenletnek a fenti. 


aa 


Rg sz 
j 
s 
fee jel 
D 
Z 
ő; 
I 
9 


—é, ha P(g)—0. 


Ezeknek a megoldásoknak reguláris, illetve szinguláris voltáról hasonló mond- 
ható, mint amit a b) vagy c) pont végén mondottunk. 

Megjegyzés. Ha ragaszkodunk ahhoz a kikötéshez, hogy a differenciál- 
egyenletben x a független változó és y az ismeretlen függvény, akkor az előbb említett 
x — § függvény nem ad megoldást. 


Példák 
1. Oldjuk meg az 


differenciálegyenletet az y(x,) — vo kezdeti feltétellel. Írjuk fel az általános megoldást. 
A jobb oldal folytonos a (0, cc) és (—oc, 0) nyílt intervallumokban, 
Az első intervallum számára lesz (x, 5 0 esetén) 


x 
dx x 
— [ s Ín — - yo; 
y ) 8 Tt yo xo Vo: 
Xg 
ez a megoldás a 0 — x a co intervallumban minden x-re értelmezve van. 
3 
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A második intervallumban xy € 0 kezdeti értékek mellett nyerjük: 


bad 
ve 


"dx 3 x 
JE x tyo7lalxi— In] xi 499 — ln b yo; 
j 0 


ez a megoldás a — cc a x a 0 intervallumban minden x-re értelmezve van. 
A differenciálegyenlet általános meg- 
4 oldása: 


y-ln:xitC (7. ábra). 


Megjegyzés. Ha a fenti diffe- 
renciálegyenletben megcseréljük a függet- 
len változó és ismeretlen függvény szere- 
pét, tehát x-et tekintjük ismeretlen függ- 
vénynek és y-t független változónak, ak- 
xor a differenciálegyenlet így írható: 


dx 
dy z X. 
:, abra Ennek a differenciálegyenletnek az 


általános megoldása az előbbivel azonos 
yz In! xi -4 0), viszont x — 0 is megoldás, mégpedig reguláris (közönséges) meg- 
x 


, ! (dx . ; el 
oldás az j e integrál ugyanis divergens, ha x € 0] . 


2. Oldjuk meg az 


y"—x-0 


differenciálegyenletet (II. I. § a)). 
A deriváltra megoldva: 


y-t VX, RE sál elékzé 
Ebből az általános megoldás: 


9 
y— ta Vic. 


A 0 S x a os félsík minden pontján két integrálgörbe 
halad át (8. ábra). Ennek ellenére ezek az integrálgörbék re- 
guláris megoldásokat ábrázolnak, ugyanis az adott differen- 
ciálegyenlet tulajdonképpen két differenciálegyenletet jelent: 


yzrVx és y—— [/. 


Ezek általános megoldásai: 


$. dbra 


Z ÚJ s 
yztzV8aC és y—-—zVőiG. 
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3. Határozzuk meg az 
y szy 


differenciálegyenlet összes megoldásait, 
A változókat szétválasztva: 


e—— 
— —. 


d. 
. dx, 
és integrálva: 


p 4 ftc 
JEE 


azaz 


ső. — x ]3- C. 
y 


Tehát az általános megoldás 
Hi i 
MEZ et 


A differenciálegyenletnek 


(9. ábra). 


yei 
ís megoldása, mégpedig reguláris (közön- 
séges). 
4. Oldjuk meg az 


37. 


(—cogyc0 O0dgyded o) 


yA 


Bmtet emrt 1 game or -árrrse 


Cs2 1 p -1 


9. ábra 


x(y2— 1h)dxd4y(xXx—1hdy—0 


differenciálegyenletet. 
Szétválasztjuk a változókat: 


x dx .ydy 
y—-1 


SEÚ T 


Integrálunk: 


x dx d 
[Rn hess] - In]C], 


tehát 


in1x2— 11-34 1lnjy?—1]—iniC], 


vagy 


(x2— 1) (42—1)—C (10. ábra) 


€-2 1! O[ - 
3 
ési - 
? 
2 
.4 2 o 
-1 


70, (x]A 1 


A 
xs:C 
4 


yi A b. 


(A végeredmény egyszerűbb írásmódja kedvéért volt célszerű az integrálási 
állandót In! C ! alakban írni.) Ez a differenciálegyenlet általános megoldása. Ezen- 


kívül még négy megoldás van: 


xi xszaer;yslilys el 
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Ezek az általános megoldásból nem 
származtathatók, mivel In (C!-ben 
C nemlehet 0. Ez a négy utóbbi 
megoldás egyébként reguláris (közön- 
séges). 
5. Határozzuk meg annak a 
görbeseregnek az egyenletét, ame- 
lyiknek mindegyik görbéjére fennáll, 
hogy az érintési pont felezi az érintő- 
nek a koordináta-tengelyek között 
levő darabját (11. ábra). 

Az ábra alapján 

0O0M-—2x, ONU7-Z2Zy, 


sz E ezt sz 
8P- 72, x" 
"Tehát 
SZSERERÉK A 
MT ESZSE ZT 
Ez a keresett görbesereg differenciálegyenlete. 
A változókat szétválasztva: 
dx , d 
penna (x£0, y- 0) 
Ebből integrálással adódik: 
injxIFinjyi—in CI; (C -£ 0), 
vagyis a görbesereg egyenlete 
b elj b — ÉRA 


Ez pedig egyenlő szárú hiperbolákat jelent, melyeknek közös aszimptotái a koordináta- 
tengelyek. 

6. Határozzuk meg annak a görbeseregnek az egyenletét, amelyiknek mindegyik 
görbéjére fennáll, hogy az (x, y) koordinátájú P pontjához tartozó normálisnak az x ten- 
gelyig terjedő darabja ugyanakkora, mint a P pontnak az origótól való távolsága (12. 
ábra). 


; 
l 
i Li 
1 
1 
f 


7] 1 x M x 


11. ábra 12. ábra 
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A feltétel szerint OP — PN, továbbá PN : PT. 
Fennáll tehát, hogy 


Másrészt 


vagy a változókat szétválasztva: 
ydy — xdx —0, 
Ebből integrálással adódik: 
y? — x? — C. 


7. Határozzuk meg annak a P) (2, 1) ponton keresztülmenő görbének az egyenletét, 
amelyre fennáll, hogy egy- tetszőleges P (x, y) pontjához tartozó normálisának e ponttól 
az y tengellyel való metszéspontjáig terjedő 
darabját felezi a normálisnak az x tengely- 
lyel való metszéspontja (13. ábra). 

A feltétel szerint PM — MN, továbbá 
PT ! PN. 


Mivel NOMA A PRM A, ezért a feltétel 
alapján 


OM — MR — - . 
Az érintő iránytangense: 
dy 5 A 
— —tgp — — Ü — — .— , 
dx £p ctg gy 


A változókat szétválasztva: 
2 y dy 3- xdx — 0. 

Ebből integrálással adódik: 
2 y? 3 xt — CC. 


Minthogy a görbének át kel! mennie a P, (2, 1) ponton, fennáll: 


2 -- 4—C, 
tehát a keresett görbe egyenlete: 
2y" -x? — 6, 
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8. Mi az egyenlete annak a görbének, amelyiknél a görbe alatti terület az a és x 

abszcisszájú pontok között arányos e pontok közötti görbeív hosszával? (14. ábra.) 
Tex 

Legyen PO a görbe íve az a és x abszcisszájú pontok között. A görbe alatti terület; 


y xX 


és az ívhossz: 


HITTE 
Vdx? -- dy" — 1 bi dx 
a 0j WX 3 dx 
14. ábra Ha a görbe alatti terület arányos az ívhosszal, akkor 


fennáll: 


dy 2 j ; 
jdzzek b Mi s dx (k — állandó). 


Ebből az integrálegyenletből, differenciálással adódik a következő differenciál- 
egyenlet; 


vala 


k dy — -- Vy? — k? dx. 


A változókat szétválasztva: 


vagy 


dy dx 
T-H" HET y Ah 
Ezt integrálva: 
ar chT sz -- SE ; 
vagy y-t kifejezve: 
y —kch pör § 


A differenciálegyenletnek ez az általános megoldása. Ezenkívül azonban még a 
Vy? — k2 — 0 egyenletből adódó 


y—Ttk 
is megoldás. 
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9. Az l cm hosszúságú, g cm? állandó keresztmetszetű és o grámm/cm? sűrűségű 
homogén AB rúd egy, a tengelyének meghosszabbításában, végpontjától a cm távol- 
ságra, P pontban elhelyezett m (gramm) tömegű (pontszerű) testet, a Newton-féle 
tömegvonzási törvénynek megfelelően vonzza. Határozzuk meg ezt a vonzóerőt (15. 
ábra). 

Az x abszcisszájú, dx cm hosszúságú rúdelem tömege: 


e gdx gramm. i ! 


w A: : 
, gr — : — - FEET SS — rt 
Az m tömegpontot ez a rúdelem e Sá, Ti 
m dx .. 
dP e din 15. óbra 


nagyságú erővel vonzza. Itt f — 6,65 : 107 az ún. gravitációs állandó. 
A P — P(x) ismeretlen függvényre áll tehát a 


differenciálegyenlet. Ennek általános megoldása kvadratúrával adódik: 


— n  Jmeg 
P-C EZgSZÉn 


Ez az általános megoldás adja azt a vonzóerőt, amit a rúdnak az A végpontjától az x 
abszcisszájú pontjáig terjedő darabja kifejt. 

Hogy a feladatnak megfelelő partikuláris megoldást megkapjuk, vegyük figye- 
lembe azt, hogy a vonzóerő 0, ha x — 0. Tehát fenn kell állnia a 


0 — c. Ím29 
a 


egyenletnek, Ebből 


és a keresett megoldás: 


l 1 
beacfmogl: s szi, 
Jim 29 ő a -- a] 
Mivel pedig a rúd hossza l, a rúd által kifejtett vonzóerő: 


1 1 
VERÁÉZEEA (2 ESZÉK 


e 


[A , , 27 m ? [A 
Ha pl. a rúd végtelen hosszú volna, a vonzóerő El nagyságú volna. 


Egy 10 m hosszúságú és 1 mm? keresztmetszetű acéldrót (o — 7,8) esetében 
egy, a végpontjától a — 5 cm távolságra elhelyezett l gramm tömegű golyóra gyakorolt 
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vonzóerő nagysága: 
1 1 
Benz ; -8.1. . ezres e ősz áz AT — 9 din. 
P — 6,65 : 10-8.1.7,8 001 (5 Tooz] 791: 10-9 din 


Ez az erő megfelel kb. a milligramm tízmilliomod részének. Ha a drót végtelen hosszú 
volna, akkor a vonzóerő csak. mintegy 0,59/ -kal volna nagyobb. 


10. Ha egy test légüres térben szabadon esik, akkor egyedül a nehézségi erő hat rá, 
amely g — 9.81 m/sec? gyorsulást idéz elő; ha tehát v-vel jelöljük a sebességet, fennáll, 


dv , , ? .. ön ? 0. e fg 
hogy s plage A levegő ellenállása csökkenti a gyorsulást. Ezt a csökkenést a sebesség 


2 l 

második hatványával vehetjük arányosnak: 52 Az FE arányossági tényező függ a 
test G (kg) súlyától, a mozgásirányra merőleges legnagyobb F (m?) keresztmetszetének 
területétől, a levegő fajsúlyától (y — 1,293 kg/m?) és a test alakjától (ezt az alaktól való 
; é 2 
függést a w arányossági tényező jelenti; pl. gömbnél yw — 0,5) : A? — ST . Pl. 
ha a test fajsúlya s (kg/dm?), akkor gömb alakú test esetén (mindent az előbbi egysé- 
gekben számolva): 


4 
27 ra: 10005 
DE EGESZ E . 
GY EGO Eg Tsi áaáall e 


például öntöttvas (s — 7,25) esetén 
A? — 29910 r As 30000 r, 


A test esését leíró differenciálegyenlet a következő lesz: 


dv— v? 
dt 78 az 
A változókat szétválasztva: 
dv 
dt em. v2 0. 
Ba 


5 ff  dv 1 dv 
t — t, — gú nt 


ahol A? — g4? (a mi számértékeinkkel: k2 — 293 400 7), 
A differenciálegyenlet általános megoldása: 


vD 


k 
t— ft — 
fő Frlalaai MÉ 
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vagy 
v-k en Bt — 7 ta 
k 


Ha a kezdősebesség zérus, akkor 


poz gáz et 
g 2g k—v 
vagy 
gt 2 8t 
t ess 
v-ktht ai SERSÉE 
ed k 


2 
Ha k igen nagy, akkor a levegő ellenállásának hatása : 8 si 7 , igen 
kicsiny. 5 ekkor 


v 
k k ag Ta v 
2 ;.? MET 
k 


azaz v — gt. (Visszajutunk a légüres térben eső test sebességére.) 

Ha vk, akkor to 00, vagyis hosszú idő múlva a sebesség egyre jobban meg- 
közelíti a k értéket, természetesen anélkül, hogy azt elérné. Igen hosszú idő múlva a 
mozgás közelítőleg egyenletes lesz. 

Ha h jelenti a megtett utat, akkor 


ME 


TP — 


SES 


figyelembevételével: 
2 
h-kja dt — Én ehő 4 C. 
k g k 


Ha t — 0 esetén ZA — 0, akkor C — 0 kell, hogy legyen. 


lI, Egy y— h magasságú homogén oszlopot 0 cm? területű fedőlapján P kg 
függőleges erő terheli. Határozzuk meg az oszlop alakját úgy, hogy mindegyik y magas- 


ságú g(y) keresztmetszetében állandó ről kg/cm? feszültség ébredjen. 
Legyen az oszlop fajsúlya y kg/cm3. Az y magasságban levő 9(y) keresztmetszetre 
a P nyomóerőn kívül ránehezedik a felette levő oszloprész G(y) súlya is: 
h 
G(y) —yf 90) dy. 


Az ebben a keresztmetszetben ébredő nyomó feszültség 
P-HFGWY) 
90) 
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A mondott feltételt a 
h 
P 
P tv] 90) dy — ö g(9) 


integrálegyenlet fejezi ki. Ezt — y szerinti differenciálással — a 
P , 
-vdW-g10) 


differenciálegyenletre vezethetjük vissza. Itt y a független változó és g(y) az ismeretlen 


függvény. 
A változókat szétválasztva: 


P dg 


sztést 8 
Y gy 0 a 


Ebből integrálással a differenciálegyenlet általános megoldása: 


y 


P 
o"4- -v[d-v05—9 


ye 


vagy ij 
5 YWVo.— 9 
g(y) — e? i 
ahol y, az integrálási állandó. 
Figyelembe véve azt, hogy y — h magasságban a keresztmetszet: a(h) — 0, 
mivel 


o 8. Y (Ve — h), 
lesz 
8 9 (h— 9), 
alyy— ee 
Ha: feltesszük, hogy az oszlop forgástest alakú, akkor 
g(y) — mó. 
és a meridiángörbe egyenlete: 
2P , x 


ahol x az y magasságban levő kör-keresztmetszet sugara és "r a h magasságban levő 
kör-keresztmetszet sugara. Az oszlop lábánál levő kör-keresztmetszet sugara: 


zrhy 
re 2?P , 
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12. A rádium bomlási sebessége arányos a pillanatnyi rádiummennyiséggel. Ha. a 
boralás következtében a rádium mennyisége kereken 1600 év alatt a felére csökken, 


a kiindulási anyag mennyiségének hány százaléka bomlik fel 100 év alatt? 
Legyen R, a kiindulási anyag mennyisége és R a t időpontban. A bomlás sebes- 


sége k és ez arányos R-rel, azaz 
dR 
dt szg üteszi kR, 


ahol k az arányossági tényező. (A negatív előjel arra 
utal, hogy az anyag mennyisége a bomlás következté- 


ben fogy.) 
A változókat szétválasztjuk: 


lő, ábra 


ssal — k dt. 


R 
l 
v múlva R — 5) R,, ezek között 


Mivel t — 0 időpontban R—R, és t — 1600 é 


határok között integrálunk: 


5 R, 1600 
dR 
1 E: , ÉS kJ at, 
R. n 
azaz 
ahonnan 
1ln2 
k— 1500" 


Ezt az értéket felhasználva és az [R,, R], [0,100] határok között integrálva: 
100 


R 

. AR In2 [/ 
És —— 1600) db 
R; 


0 


R ln 2 
igát st SES etsntászttli [7 a , a SESEZE NK 
Ín R — 1600 00 0,0433, 
ahonnan 
át — 0.958. 


0 


Tehát a 100. év végére megmarad az eredeti rádiummennyiség 95,89/-a és fel- 


bomlik a 4,297 -a. 
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13. Egy víztartályban levő 100 liter oldat 6 kg sót tartalmaz. Tiszta víz folyik a 
tartályba 3 Í/perc sebességgel, és a keverék ugyanekkora sebességgel folyik el a tartály- 
ból, közben pedig keveréssel biztosítjuk azt, hogy a keverék sókoncentrációja állandóan 
egyenletes maradjon. Mennyi lesz a sótartalom egy óra múlva? 
Legyen x kg só a keverékben t perc múlva. A koncentráció ekkor 
X 


dt idő alatt 3. dt liter tiszta víz folyik a tartályba, és ugyanekkor 3 dt liter oldat 
folyik ki, ami 3c dt kg sót visz magával. Tehát a tartályban levő keverék sótartalmának 
"változása: 


c 


3x 


100 ít 


dx — — 3c dt — — 


A tartályban levő keverék sótartalmát 1 óra múlva tehát az alábbi egyenletből 


lehet meghatározni; 
x 60 
dx 3 
J x 100 ) üt 
6 o 


x 
in 7 tzzzöőgzzai 1,8, 


ahonnan 


vagyis 
xs 6e-4t3 —09918kg55 1 kg, 

14. Egy hengeres tartály, melynek belső sugara r, H magasságig vízzel van meg- 
töltve. A tartály fenekén van egy o sugarú, kör alakú nyílás. Határozzuk meg a tartály 
kiürülésének az időtartamát. 

Ha a tartályban a víz h cm magasságig áll, akkor, ha a súrlódástól eltekintünk, 
a kifolyás sebessége v — [28 h cm/sec volna. (Itt g — 981 cm/sec? a nehézségi gyorsu- 
lás.) A súrlódás miatt a sebesség ennél kisebb: v — c 2 g h; ahol cs 0,6 (kör alakú 
nyílás esetén). 

A víztükörnek a tartály fenekétől mért A távolsága a t idő függvénye és a víztükör 


dh 5 3 ; ; 
süllyedésének a sebessége: —-—. Ez a sebesség úgy aránylik a kifolyási sebesség- 


dt 
hez, mint a kifolyó nyílás keresztmetszete aránylik a tartály keresztmetszetéhez. Tehát 
dh 
dt 0 
 Gd 


akkor 
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Ha az időt a kifolyás kezdetétől számítjuk (zt — 0), akkor a differenciálegyenlet 
megoldása; 


fá hn 
új l r dh 
dt — — — gyovasszzó 
I C) Ya" 
H 
azaz: 


t — 2 (/H— VI), 


amíg csak h 50. Mi azonban épp a teljes kifolyáshoz szükséges T időt keressük, 
vagyis t értékét A — 0 esetében. Ez az előbbi eredményünkből Ah — 0 határátmenettel 


adódik: ú 
ra? VH 


— 7 Sec, 
C 


Megjegyzés. A fenti példában szereplő differenciálegyenletet — elvonat- 
koztatva a benne szereplő mennyiségeknek a példa szerinti fizikai jelentésétől — 
tisztán matematikailag vizsgálva, a következő meggondolásokat tehetjük: 


differenciálegyenletben (c 5 0, meghatározott állandót jelent !)) y az ismeretlen függ- 
vény és x a független változó. (Itt a [/y-nak csak a pozitív értékét tekintjük, azaz 


Vy — 0.) Az általános megoldás y 50 kikötéssel, a változók szétválasztásával és 
kvadratúrával határozható meg. A változókat szétválasztva: 


ezt integrálva adódik: 2 [y — — c (x — k) (itt k az integrálási állandó). 
Vagy 


x— k— 7. 


Tehát az y 5 U félsíkon, az általános megoldást ábrázoló görbesereg olyan, hogy 
egy-egy ponton csak egy integrálgörbe halad át. Az egyes integrálgörbék egy-egy 
másodfokú parabolának egyik ágából állnak. Ezek 
a parabolaágak kongruensek és egymásból x ten- 
gely irányú eltolással származtathatók (17. ábra). 

Ezen az általános megoldáson kívül azon- 
bany —0 is megoldása a differenciálegyenlet- 
nek, és mivel az 


dy 
Vs 
Vo 
integrál y 5 0 esetén konvergens, ez a megoldás 
szinguláris, 


17. ábra 


48 I. 1. $. SZÉTVÁLASZTHATÓ VÁLTOZÓJÚ DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 


Könnyű belátni azt, hogy az y — 0 szinguláris megoldást is hozzászámítva a 
megoldásokhoz, az x tengely bármelyik (x, 0) pontján keresztül számtalan integrálgörbe 
halad át: bármelyik parabolát csatlakoztathatjuk és folytathatjuk az y — 0 egyenessel, 
s ezek a görbék mind integrálgörbék. Tehát, ha elhagyjuk az y 5 0 kikötést, a meg- 
oldások unicitása, az integrálgörbék egyértelmű meghatározottsága megszűnik. 

Ennek a többértelműségnek egyébként a fenti példában megvan a triviális fizikai 
jelentése is. Azok az időpontok ugyanis, amelyekben a tartály üres, határozatlanok, 
mert hiszen, ha egyszer a víz a tartályból kifolyik, a tartály a későbbi időpontokban 
végig üres marad. Pusztán csak az az időpont meghatározott, amelyben a tartály kiürül, 
s épp ez az a T időpont, amelyet a fenti példában meghatároztunk. 

15. Egy acélból (hővezetési tényezője: k — 0,14 cal/cm sec C") készült gömbhéj 
belső sugara 6 cm, külső sugara 10 cm. A gömb belsejében 200 C", a külső térben 
20 C" a hőmérséklet. Határozzuk meg a gömb középpontjától r (cm) távolságban a 
hőmérsékletet és a gömbhéjon másodpercenként átáramló hőmennyiséget. 

A gömbi szimmetria miatt r, azaz a gömb középpontjától mért távolság lesz az 
egyetlen független változó. Az r távolságban 


F-—-—4mr cm 


felszínű az a felület, melyen a hő átáramlik. Stacionárius állapotban a hőáramlás 
egyenletes, azaz mindegyik, azonos középpontú gömbfelületen ugyanannyi hő áramlik 
át az időegységben: 


—4m 2.kf 0 — állandó. 


Szétválasztva a változókat, és a 7 — 20, r — 10 és T — 200, r — 6 határok 
között integrálva, lesz 


200 u 
azkJar—-of[í, 


20 16 
azaz 


9 — 10800 rk. 
Felhasználva O-nak ezt az értékét és a 7 — 20, r — 10, T—-T, ra r határok 
között integrálva, lesz: 


ji 1 
4 — 20) — LN alan ez SE 
xk(T — 20) 108002k [ ről 
azaz 


2 
T- 700 go, 


A gömbhéjon időegységben átáramló hőmennyiség : 
0 — 10 800 x k — 4750 cal/sec, 


16. Egy 6 gramm ként (S) tartalmazó, szilárd halmazállapotú anyagból 100 gramm 
benzollal akarjuk a tiszta ként kioldani. 100 gramm benzol Il gramm ként old fel 
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ss 11 
telített állapotban, tehát a telített oldat koncentrációjat s — T00 0,11. Ha 50 perc 
alatt 3 gramm kén oldódik fel, hány gramm marad oldatlan állapotban 6 óra múlva? 
Feltételezzük azt, hogy állandó keveréssel biztosítjuk az oldat homogeneitását. —— 
Jelölje x a t időpontban fel nem oldott kén grammokban kifejezett mennyiségét, 


Akkor 6 — x gramm kén lesz t időpontban oldott állapotban és az oldat koncentrációja: 
OSR 
e 00" 
Az oldódás sebessége: 


dx 
67 — k x (s — c), 


ahol k arányossági tényező (oldódási állandó). Írhatjuk tehát, hogy 


dx 6 — x; 


vagy a műveleteket elvégezve: 
dx k 


TE Es dkg, 
de jog 


Ha 50 perc alatt 3 gramm kén oldódik fel, akkor fennáll, hogy 


3 50 
ELNE dx KN .k dt 
Ja tod 1001 : 
6 n 
Ebből 
2 11 


Ezzel az oldódási állandóval 


x 360 
5 dx 0156 
szd, szed jeszés ez Ede dt, 
Ja (5 -- x) 100.) 
6 a 
ahonnan 
x — 0,19. 


Tehát 6 óra múlva 0,19 gramm kén marad oldatlan állapotban. 
17. A gázok adiabatikus (hőközlés és hőelvonás nélküli) állapotváltozása esetén 
fennáll, hogy 
p— ko, 


ahol p a nyomás, o a sűrűség, k arányossági tényező és n — 1,4. Felhasználva ezt az 
összefüggést, valamint azt, hogy a tenger szintjén a levegő nyomása p, — 10 333 kg/m? 
és sűrűsége 09 — 1,293 kg/m", határozzuk meg a légkör magasságát. 


4 Közönséges differenciál egyenletek — 44 231/VII. 
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A légnyomás valamely helyen az e hely fölött elhelyezkedő légoszlop. súlyából 
ered. Képzeljünk el 1 m? alapterületű légoszlopot. E légoszlop A magasságában a lég- 
nyomás egyenlő a felette levő légoszlop súlyával. Ha a h magasságot megnöveljük 
dh-val, akkor a légnyomás megváltozása ennek a dh magasságú légoszlopnak a súlyával 
egyenlő, vagyis 

dp — —odh, 


ahol a negatív előjel arra utal, hogy a magasság és a nyomás változása ellentétes értelmű: 
az egyik növekedése a másik csökkenésével arányos. Behelyettesítve ebbe a differenciál- 
egyenletbe a p — k 0" összefüggést, lesz . 


dp—nkow! do, 


azaz j 
dh — -n k o? do, 
Ha H-val jelöljük a légkör magasságát, akkor ebből adódik: 
H 0 
Jdh— — nkor-t do, 
0 Vo 
vagyis 
ere OV Og DO 
META (a1— 19  (n—16e 
Behelyettesítve az adatokat, nyerjük, hogy 
1,4-10.333 e 
H — VA 1293 Ay 28 000 m — 28 km. 
Feladatok 


a) Gyakorló feladatok ] Oldjuk meg az alábbi differenciálegyenleteket: 


1. (y — 2) dx — (x t 1) dy — 0. 2. (2x-41)dy—3ydx:-0. 

3. (yy—1)dx—(2y4-xy)dy—0, 4. (yi 6ydyt(xy2— xx 70. 
y dx 3- (x - xy) dy — 0. 6. xdx-ydy—xyí(ydx— x dy). 

7. kt bye 8. 32 -3y2yi 

9, 2 (xy 4 x — y— 1) dx — (x? — 2x) dy. 

I0. — (1-4 x2)dy -k (1 -k y2) dx — 0. 11.  (1— x2)dy 3 (I — y2) dx — 0. 

12. . dx— [d —édy — 0. 13. — cospdr—rsinpdp— 0. 

14. cos pdr t 2rsinpdp — 0. 15. Z2rcospdr—tgpdgp — 0. 


16. r 3 — [at — r3. Itt a — állandó. 


17. a dr — r [72 — a? dp — 0. Itt a — állandó. 


18. 


20. 
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he — ey—1, 19. — e9Y7:xdx-He7rdy — 0. 
(XX —xy eydy. 21. xy" 34 y al. 

U -ky)y — x2 (1 — y). 23. e-t 

xy -kR(2x2— ll) ctgy — 0. 25. 2xy(xtly-yil. 


VI—sédy — (1 3 y?) dx. 28.  y$HF(W—yd)tgx— 0. 


x(1— ?dy — (x? — x 3-1) y dx. 

xyy-1l1— égy? gy 

(x2 4 ad) y —(y e D(x VER B) 9Itta és b állandók. 
xx(y-tajt(Wy—1)—y—2Zax y-t a". Itt a — állandó. 


(2y434yy 26 —x—e0. 34. xy cosy ft siny — 0. 
" — (sinlinx-- cosinx-ta)y. Itt a -—- állandó. 
y Hy al. 37. y—-y—-3yTit45-—0 


y — ax (yY31a0 Itt a és n állandók. 
y — VIy. (L. még a 14. kidolgozott példát is!) 


; 12-11 /2-1 
y-r [5 iii y-t a-T 


y —evy Fe — 0. 
xy —yH341-0 (L. a 21. feladatot.) 


xy — ylny. 45. xy —(x—ly. 

(2 —1)y —2xyiny. 47.  VI-—éy --yVy—I. 

y sin2xdtsin2y — 0. 49. x2(y — 1) y 3 (x—1)jy 0. 
y sin y cos x 3- cos y sin x — 0. 

3y"sinxsin y 4 5 cos x cosj y — 0. 

xydx 3 VI — x? dy — 0. 53. (x -- xy?) dy — 3 dx — 0. 

V1 — y? dx — VI -3- 2 dy. 55. — [1-4 ytdx— ( — x2) dy — 0. 
sin y dx -- erdy — 0. 57. — (17 xx?) dy — FI — y? dx — 0. 


(x2 — y x?) dy -- (y" t.xy") dx — 0. 

(1 -- y?) x dx - (1 73- x?) dy — 0. 60. xy dy — (1 — y?)dx — 0. 

y (4 3-9 x2) dy — dx — 0. 62. — y(4x2— 9) dy — 6dx — 0. 
(x2 3 1) dy 4- x(y — 1) dx—0. 64. (2 x 4 D.dy Hy dx — 0. 
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65. — (1-42y)xdx--(1--x2) dy —0. 66. (1-4 x)dy— (I — x) dx — 0. 


67. — (134-y9)dy—ydx— 0. 68. — ye2rdx — (1-4 e3)dy — 0. 
69. (1 4 y?) dx 34 xydy — 0. 70. xy(l ky o1i4y 

2 
71. y s. . Itt a és b. állandók. 

a? y 

j b: x dea 
72. - ———. Itt a és b állandók. 
a y 

73. woz2, m— állandó. 14. VTFy?— 2 . m — állandó. 


Határozzuk meg az alábbi differenciálegyenleteknek azt a partikuláris megoldását, 
mely az adott kezdeti feltételt kielégíti: 


x dx y dy 


MENNE ete E SR a ZRESÉS 1 1)— 1; y(0) — 1. 

75 E) 1Ei y(1) y(0) 

76. — ysinx—yvlny; y(0) — 1. 77. . (1dkejyy-e; yi -l. 

78. . xVI1—ydx--yVI—x2dy— 0; y(0) — 1. 

79. — 2yVydx—dy; y(0) — 1. 80. — yinydx-k xdy — 0; y(1)—1. 

b) Geometriai I. — Határozzuk meg mindazon görbék egyenletét, ame- 
feladatok lyeknél bármely ponthoz húzott érintőnek az érintési 


pont és az y tengely közti darabját felezi az érintőnek 
az x tengelyen levő pontja. 
2 Határozzuk meg mindazon görbék egyenletét, amelyeknél bármely ponthoz 
húzott érintőnek az érintési pont és az x tengely közti darabját felezi az érintőnek az 
y tengelyen levő pontja, 


3. Egy görbének a P (x, y) pontjához tartozó normálisa az M pontban metszi az 
x tengelyt és az N pontban az y tengelyt. Határozzuk meg mindazon görbék egyen- 
letét, amelyeknél N a PM távolság felezőpontja. 


4. Egy görbének a P (x, y) pontjához tartozó normálisa az M pontban metszi az 
x tengelyt és az IN pontban az y tengelyt. Határozzuk meg mindazon görbék egyen- 
letét, amelyeknél P az MN távolság felezőpontja. 


5. Határozzuk meg annak a görbének az egyenletét, amelyiknek bármelyik pontjá- 
hoz tartozó normálisa átmegy az origón. 


6. Határozzuk meg annak a P) (1,2) ponton keresztülmenő görbének az egyen- 
letét, amelyiknél bármelyik ponthoz tartozó érintő és az érintési pontot az origóval 
összekötő egyenes egy olyan egyenlő szárú háromszöget alkot, amelyiknek az alap- 
oldala rajta van az x tengelyen. 


7. Határozzuk meg annak a P, (3,1) és P, (—1,3) pontokon keresztülmenő görbé- 
nek az egyenletét, amelyiknek bármelyik pontjához tartozó szubnormálisa k — állandó. 
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8. Határozzuk meg annak a P, ((2,1) ponton átmenő görbének az egyenletét, 
amelyiknek bármelyik pontjához tartozó szubtangense k — állandó. 

9. Határozzuk meg annak a P, (—2,3) ponton átmenő görbének az egyenletét, 
amelyiknek bármely P (x, y) pontjához tartozó normálisa és a P pontot az origóval 
összekötő egyenes egy olyan egyenlő szárú háromszöget alkot, amelyiknek az alap- 
oldala rajta van az x tengelyen. 

10. Határozzuk meg annak a P), (0,4) és P, (1 2) pontokon átmenő görbének az 
egyenletét, amelyiknek bármely pontjához tartozó érintője, ordinátája és az x tengely 
által bezárt háromszög területe k — állandó. 


11. Határozzuk meg annak a P, (0, 0) és P, (2,8) pontokon átmenő görbének az 
egyenletét, amelyiknek P (x, y) bóntjáhóz tartozó normálisa, az y tengely és a P-n 
keresztülmenő, x tengellyel párhuzamos egyenes által bezárt háromszög területe 
állandó. 

12. . Határozzuk meg mindazon görbék egyenletét, amelyeknek bármelyik P(x, y) 
pontjához tartozó ordináta, az x tengely és az OP egyenes: által bezárt háromszög 
hasonló a P ponthoz tartozó érintő, ordináta és az x tengely által bezárt háromszöghöz. 
13. Határozzuk meg azoknak a görbéknek az egyenletét, amelyeknél bármelyik görbe- 
ponthoz tartozó normálisnak a görbe pontja és az x tengely közti darabja k — állandó, 
14. Határozzuk meg azoknak a görbéknek az egyenletét, amelyeknél az érintőnek 
a koordináta-tengelyek közti szakaszát az érintési pont m : n arányban osztja. 

15. Polárkoordinátákat alkalmazva, határozzuk meg azokat a görbéket, amelyek 
az összes rádiuszvektorokat a szög alatt metszik, ahol tg a — a. 

16. Határozzuk meg azokat a görbéket, amelyeknél a polártengely és a rádiuszvek- 
tor közötti. p szög. egyenlő a rádiuszvektor meghosszabbítása és az érintő közötti 
a szöggel. 

17. — Az előbbi feladat, azonban w — 29. 


18. Határozzuk meg annak a görbének az egyenletét, amelyiknél egy rögzített és 
egy változó ordináta között a görbe alatti terület arányos a két szélső ordináta különb- 
ségével. 

19. Határozzuk meg annak a görbének az egyenletét polárkoordinátákban, amelyik- 
nél két rádiuszvektor és e kettő közti görbeív által bezárt szektorszerű síkrész területe 
arányos a két rádiuszvektor különbségével. 


20. Határozzuk meg azoknak a görbéknek az egyenletét, amelyeknél az ívhossz 
arányos azzál a szöggel, amely alatt ez látszik az origóból. 


21. Határozzuk meg annak a göfbének az egyenletét, amelynél az ívhossz arányos 
az ívhossz két végpontjához húzott rádiuszvektorok különbségével. 


22. Határozzuk meg azoknak a görbéknek az egyenletét, amelyeknél két rádiusze 
vektor és e kettő közti görbeív által bezárt szektorszerű síkrész területe arányos a 
görbének a. két szóban forgó rádiuszvektor közti ívhosszával, 


23. Egy görbe tetszőleges pontján keresztül, a koordináta-tengelyekkel párhuza- 
mos egyeneseket húzunk. E két egyenes és a tengelyek egy derékszögű négyszöget alkot- 
nak. A görbe az origón megy keresztül és minden ilyen derékszögű négyszöget két 
olyan részre oszt, melyek területei úgy aránylanak egymáshoz, mint 1 : 2. Határozzuk 
meg a görbe egyenletét, 
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24. Egy forgásfelületből két, a forgástengelyre merőleges sík egy övet vág ki.. Melyik 
az a felület, amelyiknél bármelyik ilyen öv felszíne arányos a két sík távolságával ? 


25. Az y — f(x) egyenletű görbét megforgatjuk az x tengely körül: egy forgás- 
felület keletkezik. Két, az x tengelyre merőleges sík és a forgásfelületnek e két sík közti 
darabja egy forgástestet határolnak. Határozzuk meg a görbe egyenletét úgy, hogy a 
forgástest térfogata arányos legyen a palástjának felszínével. 


c) Fizikai feladatok j 1. Legyen egy elektromossággal töltött felület, amely a 
pillanatnyi töltéssel arányos sebességgel veszíti el a töltését. 


Határozzuk meg a töltést mint az idő függvényét. 


2. Egy folyadékcsepp a felszínével arányos sebességgel párolog el, Határozzuk meg 
a gömb alakú folyadékcsepp sugarát mint az idő függvényét, 


3. A Newton-féle lehűlési törvény szerint egy test lehűlési sebessége arányos a 
test és a hűtő közeg közötti hőmérsékletkülönbséggel. Ha a hűtő közeg hőmérséklete 
20 C" és a test 10 perc alatt 100 C"-ról 60 C"-ra hűl le, hány perc múlva lesz a hőmér- 
séklete 25 C"? j 


4. —. Legyen egy: T, abszolút hőmérsékletű közegben elhelyezett, állandó fajhőjű 
test, amelyik csak sugárzással veszít a hőmérsékletéből. A hőmérsékletcsökkenés sebes- 
sége Í 


k(T—T) 


ahol k arányossági tényező és 7 a test abszolút hőmérséklete. Határozzuk meg azt a 1 
időt, amely szükséges ahhoz, hogy a test hőmérséklete a végtelenről T-re csökkenjen. 


5. Egy vízzel telt, függőleges tengelyű, hengeres tartály alaplapján van egy szűk 
nyílás. Feltételezve azt, hogy a kifolyás sebessége arányos a víznyomással és azt, hogy 
az első napon az eredeti vízmennyiség 1099 -a folyik ki, határozzuk meg, hogy mennyi 
idő szükséges ahhoz, hogy a tartály félig kiürüljön. 


6. — Egy 2 m magasságú, 1 m? alapterületű, négyzetes hasáb alakú tartályból a víz 
egy, az alaplapján levő, 4 cm átmérőjű, kör alakú nyíláson át folyik ki. Határozzuk meg 
azt az időt, ami a: tartály kiürüléséhez szükséges. 


7. Egy 1,5 m átmérőjű, 4 m magasságú, függőleges helyzetű, egyenes körhenger 
alakú, vízzel telt tartályból egy, az alaplapján levő 10 cm átmérőjű kör alakú nyíláson. 
át folyik ki a víz. Mennyi idő alatt ürül ki? 


8. Egy csonkakúp alakú tölcsér, melynek felső nyílása 10 cm átmérőjű, alsó nyílása 
1 cm átmérőjű, 10 cm magasságig ván vízzel töltve. Határozzuk meg azt az időt, ami 
alatt a víz kifolyik, 


9. Egy téglafal (hővezetési tényezője: k — 0,0012 cal/cm sec C") vastagsága 
30 cm. Ha a fal egyik oldalán a hőmérséklet 20 C", a másik oldalán 0 C", határozzuk 
meg a fal belső hőmérsékletét mint a fal 0 C" hőmérsékletű oldalától mért távolság 
függvényét. Határozzuk meg a naponkénti hőveszteséget a fal 1 m?-nyi felületére 
vonatkoztatva. 


10. i Egy 20 cm átmérőjű hengeres gőzvezeték hőszigetelését égy 10 cm vastagságú 
magnéziaréteggel (hővezetési tényezője: X — 0,00018 cal/cm sec C") oldjuk meg. 
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A környezet hőmérséklete 30 C" és a szállított gőz hőmérséklete 160 C"., Határozzuk 
meg a szigetelőrétegben uralkodó hőmérsékletet mint a sugárirányú távolság függvé- 
nyét. Határozzuk meg az 1 m hosszúságú csővezeték 1 nap alatti hőveszteségét, 


11. Egy 20 cm átmérőjű hengeres gőzvezeték hőszigetelését egy 5 cm vastagságú 
magnéziaréteggel (k — 0,00018 cal/cm sec C") és egy erre ráhelyezett, ugyancsak 5 cm 
vastagságú betonréteggel (k — 0,00020 cal/cm sec C") oldjuk meg. A környezet hőmér- 
séklete 30 C" és a szállított gőz hőmérséklete 160 C". Határozzuk meg az 1 m hosszú- 
ságú csővezeték 1 nap alatti hővesztéségét. 


12. Egy hengeres áramvezető tekercs tengelyirányú, 1 cm hosszúságú darabjának 
az ellenállása 0,1 ohm. A tekercs be van ágyazva egy 0,5 cm belső és 1 cm külső sugarú, 
hengeres cementcsőbe. 5 ampér erősségű áram folyik a tekercsén át és ez a cementcső 
belső és külső fala között 125 C" hőmérsékletkülönbséget idéz elő. Határozzuk meg a 
cement hővezetési együtthatóját (k cal/cm sec C"). Vegyük figyelembe, hogy I amper 
erősségű áram az R ohm ellenálláson átfolyva 0 — 0,239 R B cal/sec hőmennyiséget 
fejleszt. 


13. Egy a sugarú, gömb alakú sótömböt belehelyezünk egy végtelen kiterjedésű 
folyadékfürdőbe, amely a sót oldja. Határozzuk meg — stacionárius állapotban — az 
oldat koncentrációját mint a gömb középpontjától mért távolság függvényét, feltéte- 
lezve azt, hogy az oldat s telítettségi koncentrációjú a gömb felületén és a végtelen- 
ben 0 a koncentráció. 


14. Az Ti sugarú áramvezető kábelt egy r. sugarú ólomköpeny veszi körül úgy, 
hogy a kéttő közötti teret x vezetőképességű szigetelőanyag tölti ki. Ha a vezető mag és a 
köpeny közt E a potenciálkülönbség, határozzuk meg a kábel hosszegységére eső áram- 
veszteséget, 


15. — Ha a víz megfagy, akkor minden cm? képződött jéggel egyidejűleg körülbelül 
73 cal hőmennyiség szabadul fel. Ha a fagyás gyors, akkor a fagyás sebességét főleg az 
határozza meg, hogy a már megfagyott jégréteg vízzel érintkező felületén a fagyás 
következtében felszabaduló hőmennyiséget milyen gyorsan vezeti a jégréteg és adja át 
a levegőnek. Feltételezve azt, hogy a jég hővezetési tényezője k — 0,005 cal/cm sec C , 
és azt, hogy a jégréteg felső felületén a hőmérséklet T C", az alsó felületén pedig 0 C", 
határozzuk meg a képződött jégréteg vastagságát mint a £ (órákban mért) idő függvé- 
nyét, az időt a fagyás kezdetétől számítva. — 


16. Egy r, belső és r, külső sugarú, k hővezetési együtthatójú csővezetékben T 
hőmérsékletű víz van. A hő átáramlik a cső falán és melegíti a környezetet. Newton 
törvénye szerint a cső felületegységére vonatkoztatott hőveszteség. seb essége arányos 
a T, — 7, hőmérsékletkülönbséggel (7, a cső külső falának, T, a környezetnek a hőmér- 
séklete; az arányossági tényező legyen: a). Stacionárius állapotban határozzuk meg a 
. csővezeték hosszegységére vonatkoztatott hőveszteséget mint T és T, függvényét. — 


4 [dd 


17. Tegyük fel, hogy az előző feladatban szereplő víz v sebességgel áramlik a cső- 
vezetékben. Megengedve a hő vezetést a cső falán át és a hőátadást a folyadék áramlása 
folytán, de elhanyagolva az amúgy is csekély hővezetést magában az áramló folyadék- 
ban és a csőben, a cső hossztengelyének irányában, határozzuk meg a víz hőmérsékle- 
tét, mint. a cső hosszirányában mért távolság függvényét; 


18. P súlyt ráakasztunk egy rugalmas húrra, melynek: eredeti hossza !l és saját 
súlya g. Határozzuk meg a húr hosszának megnyúlását. 
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19. Miközben a fény áthalad egy közegen, az elnyelt fénymennyiség arányos a 
közeg határára érkező fényerősséggel és a közegben megtett úttal. Ha 3 m vastagságú 
vízrétegben elnyelődik a beeső fénymennyiség egyharmada, mennyi nyelődne el egy 
18 m vastagságú rétegben? 

20. —— Egy folyadék gőze nyomásának értékváltozási sebessége a folyadék hőmérsék- 
letére vonatkoztatva egyenesen arányos a gőz nyomásával és fordítva arányos a folya- 
dék hőmérsékletének négyzetével. Ha a vízgőz nyomása 4,58 Hg. mm 0 C" hőmérsékle- 
ten és 31,8 Hg. mm 30 C" hőmérsékleten, határozzuk meg a vízgőz nyomását a hőmér- 
séklet függvényében. 

21. Tegyük fel, hogy a ködrétegen keresztülhaladó esőcsepp megtartja gömb 
alakját, de megnövekszik azáltai, hogy a ködréteg páratartalma lecsapódik rá. Hatá- 
rozzuk meg a sugarát mint a ködrétegben megtett út függvényét. 


22. Egy szivacsos anyag úgy szárad meg, hogy a száradás sebessége arányos a pil- 
lanatnyi nedvességtartalmával, továbbá a környező levegő pillanatnyi páratartalmá- 
nak és a páratelt levegő páratartalimának a különbségével. Helyezzünk el egy 50 m" 
térfogatú szobában egy 1 kg nedvességtartalmú szivacsos anyagot. Legyen e pillanat- 
ban a levegő relatív páratartalma 2594. Tegyük fel, hogy telített állapotban, az adott 
hőmérsékleten 1 m? levegő tartalmaz 24 gramm vízgőzt. Ha szellőztetéssel a levegő 
páratartalmát állandóan 2594 -on tartjuk, és egy óra alatt az anyag elveszti nedvesség- 
tartalmának a felét, hány óra szükséges ahhoz, hogy elveszítse nedvességtartalmának a 
9097 -át ? 

23. Ha az előző feladatban a szobát zártnak képzeljük, akkor a levegő nedvesség- 
tartalma annyival növekszik, amennyi víz a szobában elhelyezett anyagból elpárolog. 
Ilyen körülmények között mennyi nedvességet veszít a kérdéses anyag egy óra alatt? 


24. Tegyük fel, hogy radioaktív sugárzás hatására egy gáz molekulái szétbomlanak 
egyenlő számú pozitív és negatív töltésű ionokra úgy, hogy a részecskék képződésének 
sebessége arányos a sugárzás intenzitásával; Ezek a pozitív és negatív töltésű ionok 
újraegyesülnek, semleges töltésű atomokká úgy, hogy ennek az egyesülésnek a sebes- 
sége arányos a kétféle részecskék sűrűségeinek szorzatával. Feltételezve azt, hogy a 
sugárzás intenzitása állandó, határozzuk meg a pozitív ionok sűrűségét mint az idő 
függvényét. 

25. Határozzuk meg azt, hogy milyen alakú az a tükörfelület, amelyik egy fix 
pontból kiinduló fénysugarakat egy adott egyenesssel párhuzamosan veri vissza. 
Válasszuk a fix pontot a koordináta-rendszer kezdőpontjának, és legyen a visszavert 
fénysugarak iránya az x tengely. Legyen r a függő változó és x a független változó. 


26. —— Egy bizonyos tükrös távcsőben az egy fix pontba tartó fénysugarakat egy tükör 
veri vissza egy másik pontba. Határozzuk meg a tükör alakját. 


27. Határozzuk meg a tengerszint feletti A magasságban a levegő nyomását, fel- 
tételezve, hogy a p nyomású levegő sűrűsége 

2 — kp kg/cm, 
és hogy a tenger szintjén a levegő nyomása p, — 1,033 kg/cm8, 


2 8. . Egy forgásfelület alakú tükör az r — f(p) egyenletű görbének a polártengely 
körüli megforgatása által származik. Határozzuk meg az r — f(p) egyenletet úgy, hogy 
a kezdőpontból kiinduló fénysugarakat a tükör a fénysugárra merőlegesen verje vissza. 
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29. — Newton törvénye szerint a Föld középpontjától r távolságra levő P kg súlyú 
2 


ús sé MR a. ús 
testre ható gravitációs erő: —z- ; ahol R a Föld sugara. A Boyle— Mariotte-tör- 


vényt figyelembe véve, továbbá számításba véve a gravitációs erő változását a távolság- 
gal, határozzuk meg a levegő nyomását a Föld középpontjától r távolságra. 


30.. .Egy folyadékkal töltött hengeres edény a tengelye körül w szögsebességgel 
forog. Ha a tengely függőleges, a henger sugara a és p, a tengely egy megadott pontjá- 
ban a nyomás, határozzuk meg a nyomást a tengelyen levő adott ponttól sugárirány- 
ban, r távolságra. Vegyünk fel a tengelytől r távolságra egy dv térfogatelemet és 
vegyük figyelembe, hogy ez a térfogatelem egyensúlyban van a felületére-ható nyomás- 
és a centrifugális erő . hatására. 

31. Egy gázzal töltött hengeres edény a tengelye körül w szögsebességgel forog. 
Figyelembe véve a Boyle— Mariotte-törvényt: 


p-ko, 


ahal p a nyomás, o a sűrűség, k arányossági tényező; keressük meg a nyomás és a ten- 
gelytől mért r távolság közötti összefüggést. 

32. — Ha a sebesség nagy, akkor a centrifugális erő csökkenti azt az erőt, mellyel a 
szíj rászorul a szíjtárcsára. Feltéve, hogy a szíj egységnyi hosszúságú darabjának a súlya 
ag kg/m és v a sebessége, határozzuk meg azt, hogy milyen összefüggés van a szíj két 
azon pontjában ébredő feszültségek között, melyekben a szíj a tárcsát érinti. 

33. Egy időmérésre használt régi vízióra egy vízzel telt edényből áll, melynek az 
alján nyílás van. A víz ezen folyik ki lassan. Az edényt olyan alakúra készítették, hogy 
a víz szintje egyenletesen süllyedjen. Határozzuk meg az edény vízszintes kereszt- 
metszetének területét a nyílástól mért magasság függvényében. 

34. Egy folyadékkal telt hengeres edény w — állandó szögsebességgel forog a 
hengeres edény tengelye körül. Határozzuk meg a folyadék szabad felszínének alakját. 
Vegyük figyelembe, hogy a folyadékfelszínen levő vízrészecskékre ható súlyerő és 
centrifugális erő eredője merőleges a szabad felszínre. 


35, Egy pontszerű fényforrástól r távolságra a megvilágítás erőssége 


k cos Ü 
E 
egy olyan felületen, melynek a normálisa ü szöget zár be r-rel. Határozzuk meg azt a 


forgásfelületet, melynek minden pontjában a megvilágítás erőssége ugyanakkora, ha a 
fényforrás a forgástengely egyik pontja. 


d) Vegyes feladatok jJ 1. Egy élesztőgömba-tenyészetben az aktív fermentum 
mennyisége a pillanatnyi mennyiséggel arányosan növek- 


szik. Ha Il óra alatt ez a mennyiség megkétszereződik, hányszorosa lesz a jelen- 
tieginek 3,5 óra múlva? 

9 A Egy vegyi folyamatban A anyag átalakul B anyaggá úgy, hogy az átalakulás 
sebessége arányos a pillanatnyi, még át nem alakult A anyag mennyiségével. Ha egy 
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óra múlva ez az átalakulatlan mennyiség 48 gramm és 3 óra múlva 12 gramm, akkor 
mennyi volt a kiindulási anyagmennyiség ? 


3. Egy 100 literes tartály tele van tiszta vízzel. Az egyik oldalon literenként 0,2 kg 
sót oldott állapotban tartalmazó oldat folyik be, 3 1l/perc sebességgel, és a keverék 
ugyanekkora sebességgel folyik ki a másik oldalon. Határozzuk meg azt, hogy hány kg 
só lesz oldott állapotban 1 óra múlva a tartályban. Tegyük fel azt, hogy állandó keverés- 
sel biztosítjuk a keverék homogeneitását. 


4. Egy tartály 1000 liter sóval telített oldatot tartalmaz (0,3 kg/liter a koncentrá- 
ciója). Ezt az oldatot úgy hígítjuk, hogy 20 I/perc sebességgel 0,1 kg/1 koncentrációjú 
oldatot bocsátunk bele. Feltételezve azt, hogy a keverék ugyanakkora sebességgel 
folyik el, határozzuk meg azt, hogy. mennyi idő múlva lesz a keverék koncentrációja 
0 101 kg/liter. Tegyük fel azt, hogy állandó keveréssel biztosítjuk a keverék homoge- 
neitását. 

5. Egy tartályban 100 liter oldat van, melynek sótartalma 7,5 kg. Az egyik oldalon, 
3 liter/perc sebességgel tiszta víz folyik be, és a másik oldalon 2 liter/perc sebességgel 
folyik ki a keverék. Mennyi só lesz a tartályban 1,5 óra múlva? Állandó keveréssel 
biztosítjuk a keverék homogeneitását, 


6. Egy levegővel teli ) liter űrtartalmú tartályba egy csövön át oxigén áramlik be 
és a levegő-oxigén keverék egy másik csövön át áramlik ki a tartályból. Ha az áramlás 
elég lassú ahhoz, hogy feltételezhetjük azt, hogy a tartályban levő levegő-oxigén keve- 
rék homogén, hány százalék oxigén lesz a tartályban, miután 5 liter áramlott át? (Ve- 
gyük figyelembe azt, hogy a levegő 2197 oxigént tartalmaz.) 


7. Ha egy ember átlagosan 20-szor lélegzik percenként, minden egyes kilégzésnél 
1,64 dm", 497, CO,-t tartalmazó használt levegőt lélegezve ki, határozzuk meg egy 
terem százalékos CO, tartalmát 1 órával azután, hogy 30 személy lépett be, feltételezve 
azt, hogy a belépéskor a levegő tiszta volt, és a terem szellőztetői percenként 28,32 m? 
tiszta levegő beáramlását teszik lehetővé. Legyen a terem térfogata 283,2 m?. A tiszta 
levegő CO, tartalma 00494. 


8. Egy nem oldódó anyag pórusaiban 2,72-kg só van lerakódva. Belehelyezzük ezt 
45,43 1 vízbe. 5 perc alatt feloldódik 0,91 kg só. Mennyi idő alatt oldódik fel a só- 
mennyiség 999 -a? Vegyük figyelembe, hogy a telített oldat koncentrációja 0,3 kg/l, 
és hogy állandó keveréssel biztosítjuk az oldat homogeneitását. 


9. Egy nem oldódó anyag pórusaiban 13,6 kg só van lerakódva. 90,86 liter vízben 
1 óra alatt feloldódik a sómennyiség fele. Mennyi só oldódna fel ugyanannyi idő alatt, 
ha kétszer annyi vizet használnánk fel? Vegyük figyelembe, hogy a telített oldat kon- 
centrációja 0,3 kg/l, és hogy állandó keverés biztosítja az oldat homogeneitását. 


10. Valamely kémiai reakció alkalmával az A és B anyag egy-egy molekulájának 
egyesüléséből létrejön a C anvag egy molekulája. A C anyag képződésének sebessége 
arányos a pillanatnyi A és B anyagmennyiséggel. Tegyük fel, hogy a reakció kezdetén 
A-ból volt a gramm-molekulasúlynyi és B-ből b. Határozzuk meg C mennyiségét a 
t időpontban, 
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2. §. Szétválasztható változójúra visszavezethető differenciálegyenletek 


ajy — t(ax t by-t c), Új ismeretlen függvényt vezetünk be: 
hol 0,bz0 
SEVKASE TE u(x) — a x t by(x) 3- c. 
Ekkor 
d , 
u — p —adtby, 
vagyis 
u" — a 1 b f(n). 
Ez pedig az u — u(x) ismeretlen függvényre egy szétválasztható változójú differenciál- 
egyenlet. Feltételezve, hogy az " CZ u Cs, vagyis azrCaxtby--cC s inter- 
vallumban a --b f(u) folytonosés sehol sem zérus, ennek a differenciálegyenletnek az 
általános megoldása : 


- [; KENÉZ 4 C, ahol u — ax 3§by- c. 


El 
I 
Legyen már most a -- b f(u) folytonos, azonban ao — u £ o, vagyis a e S axt 
t by 4 c S c intervallum egyetlen u — v (azaz a x 4- by 3- c — v) értékénél váljék 
zérussá, azaz legyen a -- b f(v) — 0. A differenciálegyenletnek a fenti általános meg- 
oldásától különböző megoldása: 


S mm e ht ak E E a ah A e a em am s e 


uU— v, azaz . MLLÁSÁALÁGBÜLS ha CLEAN 


Fogy ez a kúsgaldás vajon fegülátisi vagy SZU tis -e, arra nézve a következőt mond- 
khatjuk: 


du I 
1. H cisz AREA ; a fj 
a az J TESTI integrál 1 v esetén divergens, akkor az u — v megoldás 
reguláris ( Kál 
.2., Ha az TA ) integrál u 5 v esetén konvergens, akkor az tt — v meg- 


oldás szinguláris. 


j ismeretlen függvényt vezetünk be: 


a 


b) Homogén (fok- 
számú) differen- 


ciálegyenlet: 
gy 8 b. egjjsgs a e 
"36 Ekkor 
ahol x 40 . y(x) — x : u(x), 
azaz 


y s x:Uu - u. 
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Ezt behelyettesítve a differenciálegyenletbe: 

x u" — f(u) — u. 
Ez pedig az u — u(x) ismeretlen függvényre egy szétválasztható változójú dif- 
ferenciálegyenlet. Feltételezve, hogy az 7 CT u £ s, vagyis azr c Z c 5 intervallum- 


ban és x £ 0 mellett f(u) — u folytonos és sehol sem zérus, ennek a differenciálegyen- 
letnek az általános megoldása : 


Legyen már most f(u) — u folytonos, azonban ao S u 5 OC, vagyisao S ké So 


intervallum egyetlen u — v ( azaz ; — vÍ értékénél váljék zérussá, x 5£ 0 mellett, azaz 


. legyen f(v) — v —0.A differenciálegyenletnek a fenti általános megoldásától különböző 
megoldása: 


§ vV b 
u — v, azaz Kv V ha f(y—v—-0 x-£0. 


Hogy ez a megoldás vajon reguláris-e vagy szinguláris-e, arra nézve a következőt 
mondhatjuk: 


"du , ; , 
1. Ha az j igyék integrál u 5 v esetén divergens, akkor az u — v megoldás 
reguláris ( közönséges 7 


fő 


2. Ha az ro zal ua imtegrál ut 5 v esetén konvergens, akkor az u — v megoldás 


szinguláris. I 
Megjegyzés. 1. Ha f(u) — u — 0, akkor a differenciálegyeniet 


: gy 
x 


y 


alakú, és ebben a változók szétválaszthatók. 
2. Legyen P (x,y) és O (x, y) két azonos fokszámú, homogén függvény, azaz 


P(tx, ty —EP (x, y). 


O(tx, ty — OG), 
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akkor a . 
P (x, y) TP 4. (x,y) y 50 


differenciálegyenlet homogén (fokszámú) és visszavezethető az 
JESS 


alakra. E célból végig kell osztani a differenciálegyenletet x"-nel, s akkor 


P [17 FOL 3] 0, 
ahonnan valóban 
Ph 
"Tong -- fel 
x 


Itt persze x£0 mellett még azt ís feltételezzük, hogy O j 1, 4 5 0. 


Ennél a differenciálegyenletnél két esetet különbözte- 
tünk meg: 


8) y — (s 3 irani 
§ aza ByFY 


ix 418 1718—ab40. 
la B] 
Ha speciálisan c — y — 0 volna, akkor differenciálegyenletünk -homogén (fokszámú) 
volna. Geometriailag a c — y — 0 feltétel azt jelenti, hogy az 
ax-tbyi3c-0 
axpByhy-0 


egyeneseknek az origó a közös pontja. 
Általánosságban az 
ja 5 ; 


feltétel azt biztosítja, hogy az 

axitbytc-0, 

axtáéyty-0 
egyeneseknek van egy (és csakis egy) közös pontja. Mármost a koordináta-rendszer- 
nek önmagával párhuzamos, alkalmas mértékű eltolásával elérhető az, hogy a két 
egyenes közös pontja az eltolt koordináta-rendszer kezdőpontja legyen. Ezzel az anali- 


tikatlag is egyszerűen kivitelezhető transzformációval a differenciálegyénlet vissza- 
vezethető homogén (fokszámú) differenciálegyenletre.. 
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Ha tehát a p és g számokat meghatározzuk úgy, hogy ezekkel 
aptbgtc—-—0, 
apt8gid4y-0 
legyen, akkor minden y — y(x) differenciálható függvényhez az 
x—udtp,. y—v:t a 
transzformáció, egyértelműen hozzárendel egy diffrenciálható v — v(u) függvényt, 
amelynek deriváltja: 
dv — dy 


du " dx" 
Ha tehát y — y(x) az adott differenciálegyenlet megoldása, akkor v — v(u) a 


dv a u 4 bv 
SZÉSA öss fe Ize e £ 0 
du Tt Ba] fé ús 


homogén (fokszámú) differenciálegyenletnek megoldása, és megfordítva a v — v(u) 
megoldásai ennek-a homogén (fokszámú) differenciálegyenletnek, az x — u tp 
y — v ]- 9 transzformáció alapján meghatározzák az eredeti differenciálegyenletnek a 
megoldását. . I 

haj PI sétál eső; alaki ezt atés 

a B a b 


Feltehetjük még azt is, hogy b? -- 8? -£ 0, tehát b -£ 0,8 -—— 0, mert különben 
y" csak x-től függene, és így a differenciálegyenlet azonnal, kvadratúráva! megoldható 
volna vagy pedig a már tárgyalt y" — f (a x 1 by 7- c) esettel volna dolgunk. 

A mondott feltételekből következik továbbá az is, hogy 


ax-by-A(ax- By). 


Ha tehát az y — y(x) differenciálható függvény az adott differenciálegyenletnek 
megoldása, akkor a 


Zs 


v(x) — ax -t B y(x) 
differenciálható függvény: — melynek deriváltja: 


dv besz Avá4tc 
áz ET BY ex BI vxy ge vise 
megoldása a szétválasztható változójú 
dv Avdkxc 
vEvzes lk 4 A Erre 7 


differenciálegyenletnek, és megfordítva, ennek a szétválasztható változójú differénciál- 
egyenletnek minden v — v(x) megoldása, a v(x) — a x -- 8 y(x) transzformáció álap- 
ján meghatározza az eredeti differenciálegyenletnek a megoldásait. 
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d) Homogén" Bizonyos -esetekben a differenciálegyenletet visszavezet- 
s dímenziójú hetjük szétválasztható változójúra, ha a 
differenciál- 


egyenletek . : 
(n racionális szám) 


v(x) — sz 


új ismeretlen függvényt vezetjük be. Ez sikerül akkor, ha a 


P (x,y) dx 0 (x,y) dy —0 
(ahol P és 0 argumentumaik raciónális egész függvényei) differenciálegyenletben sze- 
replő összes tagok azonos ,,dimenziójúak". Itt az egyes tagok , dimenzióját" a követ- 
kezőképpen értelmezzük: x-nek és dx-nek dimenziójául 1-et. választjuk, y és dy 
dimenziójául pedig n-et. Ezzel a választással x" dimenziója o., y? dimenziója n B, x" dx 
dimenziója a -- 1], yf dy dimenziója (8 4- 1) n és általában a, x" yf dx dimenziója 
a t1-348nv valamit a, x" yf dy dimenziója a -4- (8 -- 1) n. 

A fenti értelmezés szerint meghatározzuk mindegyik tag dimenzióját és két-két 
dimenziószám egyenlőségéből n értékét. Ellenőrzésül szolgál, hogy az így meghatáro- 
zott n-nel mindegyik tag dimenziójára ugyanaz adódik. Ellenkező esetben a transzfor- 
máció nem ZS ÉKÁÉS 


Ha n — a (racionális szám), akkor a tört kitevőt elkerülhetjük azáltal, hogy új 


yb) xy [y(9]e 
x? 


ismerctlen függvénynek v(x) — helyett a v(x) — függvényt választjuk. 


A transzformációban Sögzó ÍZ v dimenziója mindig 0. 


A b) pont alatt tárgyalt homogén (fokszámú) differenciálegyenlet ennek az a 
speciális esete, amikor n — 1. 


Megjegyzés. A fentivel azonos eredményre jutunk, ha az 
x—e y5sxveve 
transzformációval új változókat vezetünk be. Ekkor 
jesz fő 4 ni v eln—1 u, 
HLÁÁGÁS 


1. Oldjuk meg az 
: y -x-hy 
differenciálegyenletet. 
Új ismeretlen függvényt vezetünk be: 


u — X 3- y, 
Ezzel 
. u —-13y, 
vagyis 
u —udtl, 
vagy másképpen írva: 
zés z- u í. 


dx 


44 
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Feltételezve azt, hogy u 5£ — 1, a változókat szétválaszthatjuk: 


ager l izzása; 


s ebből az általános megoldás: 
In: u--1]— xi iln]C] 


vagy. 
ut1—Ce. 


Visszaírva az eredeti változókat: 
y—-——(t1d4Ce. 


(C :7 0), 


A differenciálegyenletnek közönséges (reguláris) megoldását szolgáltatja 


YI C-2 


azaz 
is. 


megoldásai: 


t: a 18. ábrán.) 

2. Oldjuk meg az 
2 y2-(xe7)s:Ce j 
je 


-3 et 


ba (xs) differenciálegyenletet. 


ösze TES 
. Xx 
18, ábra 
Ebből 
y- ux, 
.Wagyis 
y —uxc-tu. 
. Ezzel 
uUx-tum—1—u, 


wagy rendezve 


x——c —1—92v. 
dx 


um —], 


y—— (ly 


y—-——(xt1tCe 


alakban írhatók le, ahol a C integrálási állandó 
bármilyen értéket felvehet. 
(A differenciálegyenlet kütégrálsóíbőtt 


Tehát a differenciálegyenletnek összes 


Új ismeretlen függvényt vezetünk be: 


PÉLDÁK 


A változókat szétválasztva la mzz z sző 


Ebből, integrálással adódik: 


dnj1--2u!siniC ,— In x 


vagy 
Visszaírva az eredeti változókat: 
y : 
béget 
vagy 
x ez 2 xy e C, 
s ebből 
s Ö 28 
Yy7 e.g 


a differenciálegyenlet általános megoldása. 
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(C 4 0), 


A differenciálegyenletnek reguláris (közönséges) megoldását szolgáltatja 


1 
slat és 
azaz 
0 Xx 
y7-77 5 


1s. 

Tehát a C integrálási állandónak tet- 
szőleges értéket megengedve (C — 0 érté- 
ket is), a differenciálegyenlet összes meg- 
oldásai: 

.C x 
Ex gs 

(A differenciálegyenlet integrálgör- 

bétt I. a 19. ábrán.) 


5 Oldjuk meg az 
thy —-xyyso0 
differenciálegyenletet. 


Az itt szereplő 


P(x,yy—xXty 
és 


o (x, y) — — xy 


3 Közönséges .differenciálegyenletek — 44 231/VII. 
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függvények homogén harmadfokú függvények, mert 


Pítx,ty—fSdittByf(l(édthy-öP (ty 


és 
O(tx, ty) ——tx-éyY-—-él—xy) Pf OG a 
Feltételezve tehát azt, hogy x -£ 0, végigosztunk x?-nal: 
yy pe, 
12 E] — [El py —0. 
ele 
Új ismeretlen függvényt vezetünk be: 
KE ZA 
Xx 
s ezzel 
y — ux- u. 
Behelyettesítve: 
1 -- u? — u? (u x 3- u) — 0, 
vagy 
x ua" e 1. 
A változókat. szétválasztjuk : 
dx 


u? du ZT — e 
I x 
s innen, integrálással: 


vagy 3 1: . 
u — Vinlx3] 4 C. 
Visszaírva az eredeti változókat, a differenciálegyenlet általános megoldása: 
5 Fe — ma ám 
y—xVinls:3c 
4. Oldjuk meg az 
hp Ax y jé aj (/ 
! 2x3ry-i 
differenciálegyenletet. 
A4x—y-t 7-0 és 2x7- y— 1 — 0 egyenesek metszéspontját a 
4x—yt7-0 


2xty—1l1-0 


PÉLDÁK 


egyenletrendszer gyökei adják: 


jeg ak E —7 
ha 1  —6 s pesz28 
legal sas ages line áor slkealtselta (55 démullé 7 eaátos 

2 1] 2 1 

Az 
x—-u—1 
y-—-—vdt3 


67. 


transzformációval új változókat vezetünk be. Ezekkel! a differenciálegyenlet a követ- 


kező alakú lesz; 


d o 44—4—v—3-4t7 
dú. ZüsSs2tvtőei" 


vagyis 
v 
d ze iz 
dv 41 —v u 
E sze o EÜ 


vagyis 


x-z IN 


Ez pedig egy homogén (fokszámú) differenciálegyenlet. Új ismeretlen függvényt 


vezetünk be; 


ahonnan 
v — uz 
és 
dv — eget 
du du " 
Ezekkel 
4—2 
MÜDAN S 7 age tz? 
vagy 
dz . 2-t32—4 
du add "7 
A változókat szétválasztjuk: 
z 2 ü 
gaz ae ag ti 
vagy 
3 2 jgegsá 
zat 2934 72 HR 
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Ezt integrálva, adódik: 
3lin:2—11-4-2inlz2 3 4]-4-5lniul—C, 
vagy 
Ebből 


(z — 1)3 (z 3- 4)2 uő — c. 
(v — u) (v -- 4 u)? — c. 
Visszatérve az eredeti változókra 
y—x—49(y3t4x-t 1 — c. 
Ez a differenciálegyenlet általános megoldása. 
5. Oldjuk meg az 


d sző ENE 
Y 3x-4yáő5 
differenciálegyenletet. 

Új ismeretlen függvényt vezetünk be: 


v(x) — x — 2 y(x). 


Ezzel 
dv dy 
ezzek 2 
dx dx " 
vagyis 
dv v h- 3 
de Da B ú 
vagy 
dv  4v-l1 
dx 4" 2v735" 


A változókat szétválasztva és mindkét oldalt 8-cal megszorozva, lesz: 


4 
4 — 4vET1 dv been 8$dx. 
Ezt integrálva, adódik: 
4v—ln14v3-11]—8x—C, 


vagy ; 
8x—4vi ln 4v3- 11 —C€C. 


Visszatérve az eredeti változókra: 
4x-48y-ln14x—8y3 111—€. 
Ez a differenciálegyenlet általános megoldása. 
6. Oldjuk meg az 
1 Xéyitxty)y F2xXy 0 
differenciálegyenletet. 


PÉLDÁK 


Ezt Így is írhatjuk: 

dy -t xZydy -- xty2dy 7- 2 xy? dx — 0. 
Az egyes tagok dimenziója : 

n, 23.2n, 4343n, 47-3n. 
Ha a dimenziók azonosak, akkor pl. 


n7-272n, 
azaz 
n—- —2 


kell, hogy legyen. Ezzel az egyes tagok dimenziója: 


— 2, 2 — 4 — — 2, 4— 6 — — 2, 4 — 6 — — 2. 


Tehát új ismeretlen függvényt vezethetünk be: 


Xx € 
v(x) — VT — x y(x), 
vagyis 
v 
ye pe 
és így 
dy — ív. 2vdx 
y 7 2 xö 


Behelyettesítve a differeaciálegyenletbe és az összevonásokat elvégezve: 
x(v23v-E1dv—2(v2 3 vydx— 0. 

A változókat szétválasztva: 

1 1. dx 


e eg ötnáz zést sz zS 
v FETT Uld x 


na 


1 
1020, v31:£0, azaz y£0, vé — ga] 


Mindkét oldalt integráljuk: 


v34-ln]iv][—iÍIniv34 1]—ÍInxt34-iIn]C] 
vagy 
v ev" — C x? (v 3 1). 
Visszatérve az eredeti változókra: 


xyevy—-Cx2(x2y- 1), 
vagy 
yer-C(2yt2 
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(x 5£ 0), 


(C -£ 0), 


(c 4 0). 
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A differenciálegyenletnek még két közönséges megoldása is van: y —0 és 
y — — h. Az első benne foglaltatik a kapott általános megoldásban, ha a C-£-0 


megszorítástól eltekintünk. 

7. Egy görbét a következő érintőszerkesztés jellemez: A görbe P (x,y) pontját 
összekötjük az origóval; erre az OP egyenesre merőlegest rajzolunk P-ben. Ez a merőle- 
ges R pontban metszi az x tengelyt. Ha most a PR távolságnak az x.tengelyen levő 
OR vetületét az origóból rámérjük az x . tengelynek ugyanarra az oldalára, amelyik 


oldalon 0 és R van, nyerjük az S pontot (OS — OR). Az SP egyenes a görbe P ponthoz 
tartozó érintője. Határozzuk meg a görbe egyenletét. 


Az OPR derékszögű háromszögből láthatóan PO mértani középarányosa az 00), 
OR távolságoknak, vagyis 


meze y? 
OR öz 78. (20. ábra). 
De akkor 
0—-—x-V. 
59 —-x si 
Másrészt 
; 40 
50 o y 
20. ábra zást 


vagyis a keresett görbe differenciálegyenlete: 


tej 
x 
Ez pedig homogén differenciálegyenlet. 
Új ismeretlen függvényt vezetünk be: 


u(x) eaz kél . 


Ezzel 
uxTu—- c gé? 
vagy 
u? 
üXx — Te 2 . 
A változókat szétválasztva: 
1 — u? dx 


PÉLDÁK 


Ebből, integrálással adódik: 
—sg haj sl-inix]—niCi, (C 2 0), 
vagy visszaírva az eredeti változókat: 


] x2 
—2 8 T Inly: --i]n]x]—]In]x]—ihnij CI. 


Ebből 


vagy végeredményben: 


Te reN2 


8. Határozzuk meg azt, hogy milyen meridiángörbével rendelkezik az a forgás- 
felület alakú tükör, amelyik a forgástengellyel párhuzamosan érkező fénysugarakat 
visszaverve, egy pontba gyűjti. 

Válasszuk a koordináta-rendszert úgy, hogy 
az x tengely legyen a forgástengely és az origó a 
visszavert sugarak találkozási pontja. A keresett 
görbét az. y — yo) függvény határozza meg 
(21. ábra). 

Legyen a A dÁASS BE egy pontja P és a 
görbe e pontbeli érintője PR. 

A fénysugarak visszaverődési törvénye alap- 
ján, a beeső fénysugár és az érintő által bezárt 21. ábra 
szög egyenlő a visszavert sugár és az ériritő által 
bezárt szöggel (a). Ugyanekkora az érintő irányszöge. Így az OPR A egyenlő szárú, 
azaz 


OP — OR — Vx2 7 y?. 
Másrészt Hl 
Eölácák. AZR - Mászás e. 
0R13-00 xi Védty 


y — tga — 
A keresett görbét tehát az 


, y 
y — —— 

xrVéry 
áifferenciálegyenlet határozza meg. ; 

Szorozzuk meg a jobb oldal számlálóját és nevezőjét (— x 3 Vső 3-9) -tel; 


y — stb VER 
y ; 


Ess 
i -13[/£-(7 
JE ig 


x 


vagy 
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Új ismeretlen függvényt vezetünk be: u— z . Ekkor 


cse ! 1 3 u2 
u x 3 u — 31 B V SEBE ú 
u 
vagy da" elsők false vásááágl 
, 1 -- u" káli VI -6 u? 
üX sz s s A, 
11 
A változókat szétválasztva: 
udu 7 dx 
1 -- u2 — V1- u x 
Mindkét oldalt integráljuk : 
u du !Xx 
iz —  —— fir -1 a 
j 1 7- gi? — VI 7 u p 


ahol p az integrálási állandó. A baloldali integrált u — tg p helyettesítéssel számíthat. 
juk ki. Ekkor 


Szet 1 1 
; V-t — — és dus — - dp lesz. 


1 
] 2—]1] to? eaz 
jzüs Tt p cos? 


p cos cos? p 
Így 
uda  —— ( gedp ff : snpdp 
Jó Fi GVI Fé Já —cosp — ) (1 — cos g) cos a 
1 ; I cosg 
- [meset seg 799977 —m] cos p 
A differenciálegyenlet megoldása: 
Esz T8BS e sszeg] 
11— cospj  Í]p[7" 
vagy 
cos p x 
l — cos op p 
Polárkoordinátákban; 
pPcosp — 
1—cosp TT" 
vagy 
Me p 
ú 1 — cosop 


Ez pedig egy olyan parabola egyenlete, amelynek a fókusza az origóban van 
A keresett tulajdonságú tükör tehát forgási paraboloid alakú. 


ma 
fe 


PÉLDÁK 


9. A 22. ábra egy optikai lencse keresztmetszetét mutatja. Ez a homorú oldalán 
egy gömbfelület, domború oldalán pedig egy forgásfelület egy darabjából áll. A forgás- 
felület forgástengelye illeszkedik a gömb- 

felület középpontjára. Az a kérdés, hogy t 

milyennek kell megválasztani a forgásfelü- 
letet ahhoz, hogy a tengellyel párhuzamo- 
san jövő (egyszínű) fénysugarak, melyek a 
forgásfelület oldaláról esnek a lencsére, 
úgy törjenek meg, hogy a gömbfelületre 
merőlegesen érkezzenek, és így azon törés 
nélkül áthaladva, a gömbfelület középpont- 
jában találkozzanak. 

Helyezzük el a koordináta-rendszert 
úgy, hogy az origó legyen a gömbfelület 
középpontja és az x tengely a forgástengely 
(a lencse optikai tengelye). Egy, a tengellyel 
párhuzamosan jövő fénysugár P-ben érkezik 22. ábra 
a lencse domború oldalára. P koordinátái 
x és y. A PR egyenes a forgásfelület y — f(x) egyenletű meridiángörbéjének a normá- 
lisa. A megtört fénysugár útja PO. A 8 szög a beesési szög, y pedig a törési szög. Snel- 
lius és Descartes törvénye szerint sin § : sin y az ún. törésmutató: n (pl. ha a fény- 
sugár levegőből jut üvegbe, n — 1 5). 

Legyen n-nek a reciproka c és így: 


sin y — csinő, 

ahol c a 1. Az RO távolság a szubnormális hossza (figyelemmel arra, hogy y" c 0 ): 
RO — — yy. 

Így 

0R—-xg4yy. 
Mivel továbbá sin ő — sin 8, azért a színusztétel alapján: 

OR : OP — (x t yy) : 4 Va 3 y? — sinő : sin 8 — c, 
vagyis a meridiángörbét. meghatározó differenciálegyenlet: 
sfszz te 
y 


Ez pedig egy homogén (fokszámú) differenciálegyenlet. 
Ha az előző példához hasonlóan járunk el és ugyanúgy polárkoordinátákat veze- 
tünk be, a meridiángörbe egyenletére ezt kapjuk: 


T sza 


1— ccosp " 
Ez pedig egy olyan ellipszis egyenlete, amelynek O az egyik fókusza és c ? numerikus 
excentricitása (p az integrálási állandó). 
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Feladatok 

a) Gyakorló ! — b 

" feladatok ; LT dölbztt ÁCE dns ésbarásal A 

1. y —(y — x):. 2. y —(3x--49y). 


, 


3. (x — yj2y" — at. Itt a — állandó. — 4. y — cos (x -t- y). 

5. — xcosy dy 3- (2sin y — 3 x) dx — 0. Alkalmazzuk előbb a sin y—t helyet- 
tesítést. 

6.  y —(x—ytil rő y"  — sin (x — y). 


(AN a A Tés 8 


10. . y" — [d — 2x. 


B) Homogén (fokszámú) differenciálegyenletek: y" — () ; 


— —— —————Ú]—OOO] s. mmm ar —— s e e me enn anem e ————— ee ee —e 


1. (xty)dxit(y—x)dy —0. 2. x dy — y dx — Vx? -t y? dx. 

3. (8y-FHI10x)dxi4 (5y-t7x)dy— 0. 4. (x2Xx—2y)dxtH2xydy — 0. 
5. (x2 34 y9)dx—2xydy. 6. (2Vxy — y) dx 4 xdy — 0. 
7.  (x—ydxi4xdy— 0. 8. xX:coszy ey: cost —x. 


9. x cos (Wwdx-H xdy) — y sin (x.dy — y dx). 

10. 2 x2dy H-(yy—2xy— x9)dx—0. II. (x—ydx—2xdy — 0. 
12. . (xi4ydy4 3ydx—0. 13. . y2dx—(x2 3 2xy)dy— 0. 
14. (x2 — y?) dx 3- 3xydy — 0. 15. (y? — xy — x2) dx 7- x? dy — 0. 
16. . B8xy—2x)y-xy—2y2—0. 17. 28y 4-X—xy— 0, 
18. — (xy 423) dx — (2 x$ 3- 3 xy?) dy — 0. I 

19. (xy — xy? 3 y9) dx Tt (x 1 xy 3 xy?) dy — 0. 

20. (2 —4xy—y)dx—(y 3 2xy-it2x9)dy — 0. 

21. y? dx 3- (x Vy? — x — xy) dy — 0. 


] x x x 
22. .- sin — — x: cos —- d " €c05— dx — 0, 
[v 5 j yt cost 
€ 
23. kes ty dx — xdy. 
24. (2 x? — 135 y?) dx 3- 81x y? dy — 0. 


? 
HI; doézézszel sötet 26. (x? -4- y9) y" — xy. 


29. 


33. 


yy - f 


FELADATOK. a) GYAKORLÓ FELADATOK 19 


(2—2xy—y)y—xt2xy—y? 28. (xX232xyjy—y—2xy. 
x (x2 — 6 y2) dy — 4 y (x2 1-3 y?) dx. 30.  y—xy-Vétry. 
xydx—(x3 3 ay)dy—0. Itt a — állandó. 

x(x—ayy —y(y— ax). Itt a — állandó. 
(x23-xy-tay)y —ax 3 xy y? Itt a — állandó. 

x (x 4 y) dy — (Gő 1 y) dx. 

x(X23axyihy)y —y(x2 3 bxy--y?). Itt a és b állandók. 


(x Fyjy —x2—2xy 1-5 y. 37. xy cost] 


x x 
dx. 39. és e" - 2) dx — xZevdy — 0. 


xdy—ydx—x: tg]? 


Vg? — sé dx — xdy — y dx. 


axi3by-ic 
ESETET 


(39 — 7x 3 7) dx 4-(7y—3x1 3)dy — 0. 


"(2x3-y3 1)dx 3 (4x32y— 1) dy — 0. 


(2y3 xi l)dx—(2x-t4y 1-3) dy. 
(GytxtF2dx—B8x-t5y7 6) dy. 
(2x-t3y— 8)dx—(xt4y—3)dy —0. 


A 


JÖSSZ je (8 (3y— xy —3x—y7 4. 
(x — 5 y - 5) dx 3- (5 x— y 3- 1) dy — 0. 
9x-H2y41I9yy —2x3 6y— 18. 
9x-42y33)y-Tx—5y-t 45. 

(8 x 4- y -- 25) dx -- (7 x — 16 y 3- 140) dy — 0. 
(2x—4yi- 5 y—x—2y7 3. 

(y-taxH1tby —yi3ax—b Itt a és b állandó. 

xy -(2x—yt I 

(x ty ihat by —2(y 7 a)? Itt a és b állandó. 

(x — yj2y" —(x— y-t 193. 17. (x 1 yjpy —(xthtyt2e 
(3x— y — 1) dc 4 (x—3y-i 5) dy — 0. 

(x ty — 1) dx 3 (2x3 2y— 3) dy — 0. 

(x—2y— ll) dx4 2x- yt hDdy — 0. 
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ő) Homogén ,,dimenziójú" differenciálegyenletek 


— am a át eme men a át hm 2 me 


1. . (1—xy)dx—2xydy— 0. 2. (2y2?— 3x)dx3 2xydy— 0. 
3; (y? — 3 xy) dx t xfdy — 0. 4. (1— xy y 32xy?—0 
5. (x H2x2y) dy 3 (2y 3 3xy?) dx — 0. 
2 
6. — (x2— 2 vö) dx 1-3xy?dy — 0. 1. 9 ez 7. Itt a — állandó. 
"xy I1téy , 1Y 9 
9 lle stanátaae aal ft JESSZE 
; ll $Y—-x 88 
10. y — 5 xy y-x . 11. xy dy - (y? -k x) dx. 
12. (x — y)dx—4xydy— 0. 13. (2 x y? — y) dx 3 xdy — 0. 
14. (2 —xtydy—2xy: dx — 0. 15. xy t ya x. 
b) Vegyes feladatok ] 1.  — Keressük azon görbéket, melyeknél valamely P (x, y) 


pontnak az origótól való távolsága ugyanakkora, mint 
amekkora darabot a P ponthoz tartozó érintő az y tengelyből lemetsz. 


Zs Keressük azon görbéket, melyeknél valamely P (x,y) ponthoz tartozó szub- 
normális ugyanakkora, mint amekkora darabot a P (x, y) ponthoz tartozó érintő az y 
tengelyből kimetsz. 


3. Határozzuk meg azokat a görbéket, amelyeknél az y tengely, az érintő és a kezdő- 
pontból az érintési pontba húzott rádiuszvektor közötti háromszög egyenlőszárú 
háromszög. 


4. Határozzuk meg mindazon görbéket, amelyeknek bármelyik pontjához tartozó 
érintője merőleges arra az origóból kiinduló félsugárra, amelyik az x tengellyel kétszer 
akkora szöget zár be, mint a görbeponthoz tartozó rádiuszvektor. 


5. Határozzuk meg mindazon görbéket, amelyeknek bármelyik pontjához tartozó 
érintőnek az y tengelyen levő pontját a görbepont x tengelyen levő vetületi pontjával 
összekötve, egy, a görbeponthoz tartozó rádiuszvektorra merőleges egyenest kapunk. 


6. Határozzuk meg mindazon görbéket, amelyeknek az y tengellyel való metszés- 

.; , fA . . ., gp ., 9" X . ..., 
pontjához és egy tetszés szerinti P (x, y) pontjához tartozó érintői a € — ü. abszcisszájú 
pontban metszik egymást. A kezdeti feltételek (yo és y/) legyenek adottak. 


1. Határozzuk meg, hogy egy sík-domború optikai lencse domború oldala milyen 
meridiángörbéjű forgásfelület alakú, ha az optikai tengellyel párhuzamosan a síkra eső 
fénysugarak a lencse domború oldalán túljutva egy ponton mennek keresztül. 


a) HOMOGÉN LINEÁRIS DIFFERENCIÁLEGYENLET 


3. §. Elsőrendű lineáris és erre visszavezethető differenciálegyenletek 


a) Homogén lineáris Az általános alak 
differenciál- 


egyenlet: a (xy tb(9gy-0 
, út — 0 . 
Eg volna, ha azonban a(x) -£0 (az a(x) — 0 esetet mint a 
differenciálegyenlet szempontjából érdektelent, kirekeszt- 
hetjük), a(x)-szel végigosztva, a differenciálegyenlet mindig így írható; 


y tt g()y— 0. 


Itt g(x) adott, és aza € x a B intervallumban folytonos függvény. 
Ez a differenciálegyenlet a változók szétválasztásával, kvadratúrával megoldható. 
A változókat szétválasztva (y 5£ 0): 


dy 
— sz — g(x) dx, 
y 8 
és integrálva: 
iniy1—— [god dx in CI (C -£ 0). 
Vagy innen 
y-C áz. g(x) dx, 


A differenciálegyenletnek y. — 0 is megoldása, mégpedig reguláris (közönséges) 
megoldása. Ugy, hogy ha a C — 0 esetet is megengedjük, a differenciálegyenlet 
általános megoldása : 


y-C e7 fedd 


hatójú homogén : ; 4 7 is 
lineáris diffeeen- alakú, ahol A a differenciálegyenlethez tartozó, ún. karak 


ciálegyenlet: . terisztikus egyenlet gyöke; 
ezé ését 4 ta nj-0, 


b) Állandó együtt- A differenciálegyenlet általános megoldása mindig y— C ek 


azaz 
A — — a, 
Tehát az általános megoldás : 
se eszsézi 
pete 
c) Inhomogén I] Az általános alak 
lineáris differen- 
ciálegyenlet: a (xy Hb) y — f(x) [fed 0) 
di pl Tel ME volna, ha azonban a(x) 5-0 (az a(x) — 0 esetet mint a 


differenciálegyenlet szempontjából érdektelent kirekeszt- 
hetjük), a(x)-szel végigosztva, a differenciálegyenlet min- 


y Tt g()y — h(), [09 A 01. 


h(r) £0 
dig így írható: 
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Itt g(x) és A(x) adott, és az a Z x CB intervallumban folytonos függvények. 
a) A differenciálegyenlet általános megoldása két függvény összegeként adódik: 


y— Y 1 yo 
ahol Y az adott differenciálegyenlethez tartozó, 
Y teh) Y—-—0 


homogén lineáris differenciálegyenlet általános megoldása, ya pedig az inhomogén 
lineáris differenciálegyenletnek egy partikuláris megoldása. 

Az adott differenciálegyenlethez tartozó homogén lineáris differenciálegyenlet 
általános megoldása (az előző a) pont szerint) : 

Y — CY, — ag 40 

(Itt Y, a homogén lineáris differenciálegyenletnek egy partikuláris, a C — 1 értékhez 
tartozó megoldása.) 

Az inhomogén lineáris differenciálegyenlet ya partikuláris megoldása az ún. 
állandó variálásának módszerével számítható. E módszer lényege abban áll, hogy fel- 


tesszük azt, hogy ya, ugyanolyan szerkezetű, mint Y, csak a benne szereplő C állandót 
,,Variáljuk", változónak tekintjük, azaz 


yo — C(x) Y, — C(x) e 


Ez valóban megoldása az inhomogén lineáris difierenciálegyenletnek, ha azt x-ben 
azonosan kielégíti, azaz ha fennáll: 


—f er) dx 


Ce B 9 gp Et gt eh — híg, 
vagyis, ha 
C"(x) öz. ES szs h(x). 
Ebből 
d C(x) h(9) e held 
dx 


vagy integrálva: 
li g(x)dx 


C(x) — J h(3) e dx, 


(Itt integrálási állandót nem kell kiírni, mert úgyis csak egy partikuláris meg- 
oldásra van szükségünk, vagyis feltehetjük, hogy az integrálási állandó értéke éppen 0.) 
Ezzel 


SS J h() 23 g(x)dx új ó sa ALLT 


Végeredményben az inhomogén lineáris differenciálegyenlet általános meg- 
oldása : 


- le [109 j et)dx e. 


—] g(x)dx 


e) INHOMOGÉN LINEÁRIS DIFFERENCIÁLEGYENLET fé 


B) Ugyanerre az eredményre jutunk, ha abból indulunk ki, hogy az 
y HF ek)y— he) 
inhomogén lineáris differenciálegyenlet általános megoldása két, egyelőre ismeretlen 
függvény szcrzata (mindkettő x-nek a függvénye): 
ves b 
Ekkor 
y —uv 3uv, 
és a differenciálegyenletbe behelyettesítve, lesz: 
u v" -- uv 7- g(x) u v — h(3), 
vagy átrendezve: 
u [v" 4 g(x) v]-t [vu — h(x) ] — 0. 
Ez az egyenlet nyilvánvalóan x-ben azonosan fennáli, ha mindkét tagja külön- 
külön zérus, azaz ha 
v" ht elx)v—0 
és 
v u" — h(x) — 0. 
Az elsőből — az integrálási állandót elhagyva —: 


— ) g(x)dx 
—e j ex , 


s ha ezt a másodikba behelyettesítjük, akkor abból most már az integrálási állandót is 
külön kiírva: 


u — C -- íj h(x) e) sag é dx. 
Így a differenciálegyenlet általános megoldása: 


ysüv (e -k J h(x) ej edz dx) egz) ea 


d) klan együtt- Bizonyos speciális esetekben, ha az y" 1- ay — h(x), 
ca li KEzEJAL tat állandó együtthatójú inhomogén lineáris differenciál- 
diíféreáeiák egyenlet inhomogeneitását okozó A(x) függvény az aláb- 
egyenlet speciá- biak közül valamelyik: 
lis külső taggal 
(megoldás I, hx)— ax -ha, ,xridg...ta,x ax am 
kísérletező azaz n-ed fokú polinom, 
feltevéssel) ! 


2. h(x) — a, ek, azaz exponenciális függvény, 
3. h(x) — apcoskx, vagy h(x) — a,sink cx, 
vagy ezek lineáris kombinációja, tehát általában 

(a, x" ba, 1x13... 4 a, x? -- a, x -k ag) ex cos B, Xx, . 


b,x7 --b,, ax! dt... 3 b. x? 2 b x Hb) ev sinő, x 
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alakú tagok összege, akkor az állandó variálásának módszerét elkerülhetjük úgy, hogy 
az inhomogén differenciálegyenlet egy partikuláris megoldását kísérletképpen ugyan- 
olyan alakú függvény alakjában keressük (Ansatz), mint amilyen alakú ez az inhomo- 
gerieitást okozó A(x) függvény, csak határozatlan együtthatókat választunk. Ezeket a 
határozatlan együtthatókat — a differenciálegyenletbe való behelyettesítés és a meg- 
felelő tagok együtthatóinak összehasonlítása alapján — éppen úgy határozzuk meg, 
hogy a kísérletképpen felvett függvény az inhomogén egyenletet x-ben azonosan kielé- 
gítse. 

Megjegyzendő, hogy abban az esetben, na az inhomogeneitást okozó Ah(x) függ- 
vény a h1(x), ho(x), . . . függvények összege, akkor megtehetjük azt, hogy külön-külön 
meghatározzuk azon inhomogén lineáris differenciálegyenletek egy-egy partikuláris 
megoldását, melyekben az inhomogeneitást okozó függvény rendre Ahi(x), ho(x), ... 
Az így nyert megoldások összege adja az eredeti differenciálegyenlet egy partikuláris 
megoldását. , 

Ha az előbb említett A (x), ho(x), . . . függvények egyike, pi. A, (x) — e2", az adott 
differenciálegyenlethez tartozó homogén lineáris differenciálegyenletnek megoldása, 
akkor az yo, — a, e" kísérletező feltevés nem vezet célra. Ebben az esetben, a mecha- 
nikából vett analógia alapján azt mondjuk, hogy , rezonancia" áll fenn (I. a IV-ben a 
példák közül a 10-et). Ekkor kísérletképpen az va — a, x e függvénnyel próbálkozha- 
tunk, vagy a minden esetben célravezető állandó variálásának módszerét alkalmazzuk. 

Megjegyezzük még, hogy ha A(x) — a, cos k x, vagy a, sin k x, akkor mindkét 
esetben az vo — A cos k x 3- Bsin k x függvénnyel kell próbálkoznunk. 


e) Bernoulli-téle n 7-1 vagy h(x) MV esetén a differenciálegyenlet lineáris 
differenciál- volna, ezért ezt a két esetet kizárjuk. Egyébként g(x) és 
egyenlet: ő ű hó 

; h(x) adott, és aza CT x a B intervallumban folytonos függ- 
y Tt g(2) ya :nvek 
zi h(x) y?, venyek. 
nz 1, h(z) 50 a) Ha feltesszük, hogy y 5£ 0, akkor y"-nel végigosztva, 
KSSGESZ S tzszaszetáágeszezt zt (- 
y , g0) 
a ÉT 7 hí), 
vagy 


y"y 3yr" gl) — hl). 
Új ismeretlen függvényt vezetünk be: 
u(x) — [09 VT, 


ú —(1—ny-ny 
Ezeket behelyettesítve lesz: 


ekkor 


1 , 
EE; h- g(x) u — h(x). 


Ez pedig az u(x) ismeretlen függvényre egy inhomogén lineáris differenciál- 
egyenlet. 


e) BERNOULLI-FÉLE DIFFERENCIÁLEGYENLET . 81 


Mivel ennek az általános megoldása: 


(1—n) 1! g(x) dx (n— 1) t g(x)dx 
; dx) e $ ; 


1—1€3-1—m (19 e 


ezért az eredeti differenciálegyenlet általános megoldása : 


e 


1 
— n) (ex) dx na —f gt) dx 
e 


j y s Ca —n [49 e dx 


B) Az y — u: v helyettesítéssel is ugyanerre az eredményre jutunk. (Itt u és v 
x-nek egyelőre ismeretlen függvényei.) Ekkor ugyanis 


u v" -k v [u" - g(x)u]) — ur vn h(x). 


Ha most 
i u -k u g(x) — 0, 
vagyis i 
—[ g(x)dx 
u—-—e N 
akkor marad 
d isz d 
EE szja ARE 
vn 


Ebből integrálással 
(1— n) f/g(xdx 


vt-n sz (1 — n) ( ho e dx 4 C, 
és végül 
BEL. EB 
—n x 1—n 19 
.z je - (1 — n) [ 49 e (a ád dx) e yúÚ 15 
f) Jacobi-féle differenciál- Az, itt szereplő A, B, a, B, a és b együtt- 
egyenlet: hatók megadott állandók. Ez a differenciál- 


, (Az By)y-t az By egyenlet alkalmas transzformációkkal Bernoulli- 
(Az -t- By) x 1 ax -- by 3: féle differenciálegyenletre vezethető vissza. 

I Feltesszük azt, hogy x:£0, és elosztjuk a 

számlálót és nevezőt x-szel: I 


y y 
(A 4BT]: 4 g hó 
x x 
Új ismeretlen függvényt vezetünk be (mint a homogén fokszámú differenciál- 
egyenletnél) : I 
ye 
x e 
H Közönséges differenciál egyenletek e 44 231/VII. 


u(x) s 
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Ekkor, mivel 
y—ux és y—-—ux-tu 
lesz 
; . (4tBuxu-taTbBau 
EKET (A1-Buúxt ad ba ? 
és innen 
ux—et(8—9gu— bu 
. (A3 Bu xi at bu" 


Ha most a két változó szerepét felcseréljük és x-et tekintjük ismeretlen függvénynek, 
u-t pedig független változónak, akkor lesz 


xx. (AtTBnxXtFlatburx 


a-t(8—au—buz " 


Ez pedig egy Bernoulli féle differenciálegyenlet. 


Megjegyzendő még az, hogy ha a számlálóban vagy a nevezőben, vagy esetleg 
mindkettőben szerepel még külön állandó tag is, akkor alkalmas 


x-édtp 
y-97tg 
lineáris transzformációval az (vagy azok) eltüntethető (eltüntethetők). 


(p és ag állandók) 


Példák 


1. — Oldjuk meg az 
1 gy öss 
x 


y x? 


differenciálegyenletet. 
Ez egy inhomogén lineáris differenciálegyenlet. 
Az ehhez tartozó homogén lineáris differenciálegyenlets: 


v-£ c0. 
x 


A változókat szétválasztva és integrálva, ebből adódik: 
YT sztk 


Az inhomogén lineáris differenciálegyenlet egy partikuláris megoldását az állandó 
variálásának módszerével az 


yo — CG) x 
alakban keressük. Ekkor 


yo — C(x) x rk C (9). 
Behelyettesítve az adott differenciálegyenletbe: 


C "(x) x 3 C(x) — C(x) z sző, 


88 


PÉLDÁK 
azaz 
C (x) — XX, 
ahonnan 
x2 
C(x) s 5 . 
Így 
x 
Yo — 9! 
és az inhomogén lineáris differenciálegyenlet általános megoldása: 
y— Cxi—- (23. ábra). y 
2 Cs2 
. 4 / 
Ugyanerre az eredményre jutunk, o 
5. F 
ha feltesszük, hogy , 48 
s (SÁS 
y — u(x) v(x). 7 s tali ] 
b 5. 
Ekkor ugyanis ; ENG ; j j 
y a— uv -- Vu, / JE fi KI 4d , l 
; szs , a 
s így a differenciálegyenletbe behelyette- ———tr— ő S ZAN 9 —É ; 
sítve, lesz: 1 FT, tel 
v I a ; Ma u / 
u — Tk (war — x) — 0. :, AG / 
ú l ; ; 28 A / 
Ez az egyenlet nyilvánvalóan x-ben azono- Cs:3 ! : Tf 
san fennáll, ha 2? a 3 
sz zs ő 1 MESE § 
TLESELSRE 2 
Az elsőből — az integrálási állandót elhagyva — : 
E a 
s ezt a másodikba behelyettesítve : 
xu — x2—0, 
vagy 
u — Xx; 
x2 
u—-—C e-t 5 . 


innen pedig 
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Végeredményben az adott differenciálegyenlet általános megoldása: 


; i 2 
yzuv-][C45 kzCxrS. 


2. Oldjuk meg az 
y—-—2y—-—xX$t2esinx 
differenciálegyenletet. 
Ez egy állandó együtthatójú, inhomogén lineáris differenciálegyenlet, speciális 
külső taggal. 
Az ehhez tartozó 


Y—-2Y-0 
. homogén lineáris differenciálegyenlet általános megoldása: 
Y Ce; 


Az inhomogén lineáris differenciálegyenlet egy partikuláris megoldását kísérle- 
tező feltevéssel keressük. Feltesszük, hogy 


yo ax 3bxdt ci Ae sin x 3- Be" cos x. 
Ekkor , 


y —2ax- bi (A — B) e" sin x 4 (A 7 B) e" cos X. 
Ezeket behelyettesítjük az adott differenciálegyenletbe: 
—2aX$13h(2a—2bxt(b—29t1t(—4—Besinx 3 (4 — B)ecosx—— 
sx? th 2esinx. 


Ha a kísérletképpen felvett függvény megoldása a differenciálegyenletnek, 
akkor ennek az azonosságnak minden x-re fenn kell állania. De ez csak úgy lehetséges, 
ha a két oldalon a megfelelő együtthatók egyenlők, azaz ha 


—2aszsl, 
2a—2b-0, 
b—2c-0, 
ABS, 
4-B 6: 0 
Ebből viszont: 

1] 
ŐSZÉN E 

1 

KÖEKÜENÉ 7 

] 

€ — — —, 

4 —-g —I, 
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Tehát a keresett partikuláris megoldás: 


ezés láez ge Sze e Sá ee ESÉS 
yo 2 974 FZRSOSESE 


Végeredményben az adott differenciálegyenlet általános megoldása: 


KÉS x.- lva 1 e 3 a eszi —— ax 
y—Ce 5X—-ax—g7etsinx— ef cos x, 
3. Oldjuk meg az 
y t3y—2ert 
differenciálegyenletet. 
Ez ismét egy állandó együtthatójú, inhomogén lineáris differenciálegyenlet 
speciális külső taggal. 
Az ehhez tartozó 
Yt3t3Y-0 


homogén lineáris differenciálegyenlet általános megoldása: 
Y Ge 


Mivel az inhomogeneitást okozó 2 e7?" függvény láthatóan megoldása a homo- 
gén lineáris differenciálegyenletnek, ezért rezonancia esete áll fenn, és kísérletképpen 
azt tesszük fel, hogy az inhomogén lineáris differenciálegyenlet egy partikuláris meg- 
oldása 

y,—axe3 
alakú. Ekkor lesz 
y —maer3— 3axe-5, 


és a differenciálegyenletbe való behelyettesítéssel: 


ae73k—3axe35d3h3axerzss2le tk, 
azaz 
i ae 360—2 e 3, 
ahonnan következik, hogy 
(1 5— 4 
kell legyen. Tehát 
yo —2xer, 


és az adott differenciálegyenlet általános megoldásat 


y5u(Ct2x)e 5 
4. Oldjuk meg az 


differenciálegyenletet. 
Ez egy Bernoulli-féle differenciálegyenlet. 
Feltesszük, hogy y 52 0 és v?-nal végigosztunks: 
y 2 1 1 


cine ás zámé 


8G I.3.§. ELSŐRENDŰ LINEÁRIS ÉS ERRE VISSZAVEZETHETŐ DIFF.-EGYENLETEK 


Új ismeretlen függvényt vezetünk be: 


1 
UlX) — -———— —— se 
0) — TP 
Ekkor 
u — 42 
vagyis 
y . d , 
yő 5 ege 


; ] 
Tá áz 
vagy 
u" szőe TB £ 
x xx" 


Ez már egy lineáris differenciálegyenlet. Ennek az általános megoldása: 


1 


; 1 FERT vez ági ; 

és mivel u — A" nyilván az eredeti differenciálegyenlet általános megoldása: 
1 1 
——n SZE — mere 6 4 
ü 38 4- C xi, 


a jő Oldjuk meg az 


,. 4—yy-x—y 
(x — y) x 4 x--y 


differenciálegyenletet. 


Új ismeretlen függvényt vezetünk be: 


99 
u(x) - P7 . 
Ezzel a differenciálegyenlet így alakul: 


l — : — 1 — 
. gigas 1) xu u 


(1(1—nxilíiu ? 
vagy 


ja 1--2um u? 
KÉGÉE ESET ES S 
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A két változó szerepét felcseréljük: x(u) lesz az ismeretlen függvény és u a füg- 


getlen változó; 
dx ő . 41—dn$tÜld4ux 


— z — s Sp 


du (1 -- u)? 


vagy 
(1 -- 0)? x" -- (1 3- u) x 3- (1 — u) x? — 0. 


Ez egy Bernoulli-féle differenciálegyenlet. Feltételezzük azt, hogy x5£ 0 és végig- 
osztunk x?-nel: 


é 1 
(Faj z Fk (14) 4 (1 — a) — 0. 


Új ismeretlen függvényt vezetünk be: 


, 


1 x 
—— a z(u), s ezzel — — — 2", 
x(u) ( ) x2 ; 


Behelyettesítve : 
(1 -- 9 227—(13§0ze1— u. 


Ez egy inhomogén lineáris differenciálegyenlet. A megfelelő homogén lineáris 
Jifferenciálegyenlet: 


(1 3- 29227 — (110257 0. 
Ennek az általános megoldása: 
Z — C (1 7- w. 


Az inhomogén lineáris differenciálegyenlet egy partikuláris megoldását az állandó 
variálásának módszerével keressük: 


z, — C(u) (1-t u) 
LL 2—CWW HFT ED 
C"(u) (1 4 a)? 4 C(u) (1 4 a)? — C(a) (1 7 92 —1— u, 


azaz 
1— u 
C"(u) - a ag . 
Ebből 
1 1 
DET Ta Eat! 
vagyis 
1 
Za — l — Ig 


Az inhomogén lineáris differenciálegyenlet általános megoldása tehát 


zata Hi 1 " C( 3 up3 u 
z —C(174u)73-l heg ga 


e 
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Így 
1 1-- u 


ks tenor ere enerő 


vagy visszaírva az eredeti változókat: 


Cx232CxytCyihxy—xty 
Ebből y-t kifejezve: 


Ps ngezmanr 


1 ONNEK ESEEE j 
sze ge esígéz Í) esse e ÍS hg 
y——x—zgbk— tt [dat kar s 
vagy ha 5 helyett k-t írunk, az eredeti differenciálegyenlet általános megoldása: 


y-—x—ktk—DtVéG-42keó. 


6. Kapcsoljunk egy R (2) ohmos ellenállást és L (H) önindukció tényezőjű tekercset 
sorbakötve tartalmazó áramkörbe U), cos ot (volt) váltakozó feszültséget. (Itt U, a 
feszültség csúcsértéke, w (sec-1) a körfírekvencia, mely a 
B v (sec7!) frekvenciával így függ össze: w — 2 rr v; és t (sec) 

c 


telenti az időt.) Határozzuk meg az áramerősséget (amper) 
I az idő függvényében (24. ábra). 
Kirchhoff törvénye alapján: 


U cos cot 


di ; 
TE fA s U 0) . 
24. ábra L dt zt tiséllut ő 


Ez egy inhomogén lineáris differenciálegyenlet, állandó együtthatókkal. A meg- 
felelő homogén lineáris differenciálegyenlet: 


dI 


Ennek az általános megoldása : 


Si 
1—-—4Ae t. 


(Itt A az integrálási állandó.) 
Az inhomogén lineáris differenciálegyenlet egy partikuláris megoldását 


11 —acosot id bsinot 
alakban keressük. Ekkor 
dig 8 
eten aosnottbocos ot. 
A differenciálegyenletbe behelyettesítve: 
(Rb—aLosinot 4 (Ra 3-bL a) css ot — U), cos o t. 
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Mivel ennek minden t-re fenn kell állania, ezért 
—Lo0oai4Rb-hjo0, 
Ra3Lob—a— U,. 


Ebből viszont 
R 


Lo 
b— Vo RE TZar " 


a—U 


Tehát az inhomogén lineáris differenciálegyenlet egy partikuláris megoldása: 
L 


; R (4) ; 
1) — Vo REI LEoi CoS 4) t -- U, RID sin 0 t. 
Ezt még így is írhatjuk: 
ig — MENYE ZERENB Es BEL ESÉSNÉ TÉS -F ——— sin ot) . 
VR? 3- L? 0? (VR? -k L? 0? VR2 3- L? a? 


Vagy ha bevezetjük a 


Lo 
úálalE 3 


összefüggéssel a p szöget (25. ábra), akkor 


JAN ESSZNÉNNTRETT. 0 éa I , 
ta — VR: 7 B o? COS (0 1 p). 20. ábra 
Az inhomogén lineáris differenciálegyenlet általános megoldása tehát 


R 


——t 


i— Ae " cos (4 t — 9). 


eza ősz 

V R? a L? o? 

Az A integrálási állandó értékét a kezdeti feltételekből lehet meghatározni, A be- 
kapcsolás pillanatában, azaz a t — 0 időpillanatban legyen i — 0. Tehát 


sz: U, 
szét Eza 


vagyis 
UR 


00 RRgLzez 
Így a kezdeti feltételeket is kielégítő megoldás: 


R 
sző 
szeli ki [d cos (6 t — p). 


REZET" TT RETE ei 
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Láthatóan az áramerősség-idő függvény két részből áll: egy az időben abszolút érték- 


ben monoton csökkenő részből; 


UR 7It, 
— Rm Izo2 ő ? 


és egy tiszta periodikus részből: 


———e—— cos (a t — gp). 


VR? -- L? o 4 L? o? 


Az első rész abszolút értéke az időben úgy csökken, mint az 


exponenciális függvény. Ez pedig, az k 


hezzr-i e-t 


hányadostól függően, gyorsabban vagy las- 


sabban, néhány másodperc alatt gyakorlatilag nullára csökken. Tehát a bekapcsolástól 
számított néhány másodperc múlva az áramerősség szempontjából ez a tag gyakorlati- 


lag elhanyagolható. 


Éppen ezért a bekapcsolás után néhány másodperctől számítva már csak a máso- 
dik tag lényeges. Ez írja le az áramerősséget az idő függvényében, stacionárius álla- 


potban: 


Istac E 
VR? 7 LE ovi R? 7- Tiz 2 


UTJ 
J:J cos(at-p)  U"TU coscot 


26. ábra 


Ha például 


a feszültség csúcsértéke: 
az önindukció tényezője: 
az ohmos ellenállás: 


a frekvencia: 


call atát lsz ai s nti 


Ha U), jelentette a feszültség csúcsér- 
tékét, Io jelenti az áramerősség csúcsérté- 
két. Összehasonlítva a feszültség és a 
stacionárius áramerősség függvényét, . lát- 
juk, hogy mindkettő ugyanakkora perió- 
dusú koszinuszfüggvény. Az áramerősség 
azonban p-vel késik a feszültséghez képest. 
p jelenti a fáziseltolás szögét. Időre átszá- 
mítva, az áramerősség 


P 
0) 


másodperccel késik fázisban a feszültséghez 
képest (26. ábra). 


U, — 500 V; 
L  — 0,0858 H; 
R — 343 0; 


v — — 50/sec: 


31 
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akkor 

a körfrekvencia? 4 —2nxvaő3l4lsec; 
az áramkör induktív ellenállása 

(reaktanciája) : Lo — 269 O; 
az áramkör látszólagos ellenállása 1. 

(impedanciája) : Z —jVR:-- E w? — 2.11 98; 
a stacionárius áramerősség csúcs- U 

értéke: ? Sa FA — 1844 A; 

i NENT o L 6.464 

a fáziseltolás szöge; p  — Árctg R As 1,45 — 82" 43"; 


a stacionárius áramerősség fázisának 
a feszültséghez viszonyított 


késése, időben: t 8 
; R ezt 
Mivel az j 0 9rány igen nagy: 
R 
— — 40 
L ? 
ezért az áramerősség elenyésző része: 
R § 
UR "Tt! 
— ———  —— e 
R? - I? 09: 


— P Ay 00046 sec, 


igen gyorsan tart a 0-hoz. t — 0-nál az értéke 18,16 A; zt — 0,1 sec-nál ez a kezdeti 
érték kb. 0,33 A-re, 0,15 sec-nál pedig már kb. 0,045 A-re csökken, úgyhogy ettől 
kezdve gyakorlatilag már csak az áramerősség stacionárius része játszik szerepet. Néhány 


váltakozás után tehát beáll 
a stacionárius állapot (27. J 
ábra). 


7. Vizsgáljuk valamely 
radioaktív elem bomlását (I. 
még az I. I. § 12. példát). 
Ha feltesszük, hogy 
minden radioaktív atomra 
nézve van egy bizonyos 
valószínűsége annak, hogy 
az atommag egy másodperc 
alatt felbomlik, s hogy 
ez a valószínűség állandó, 
ugyanakkora az adott elem 
összes atomjaira nézve, 
akkor a radioaktív bomlás 
törvényét könnyen meg tud- 


27 18.64 A 


, 
mm —— S vá ptése — — am . 


27. ábra 
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juk határozni. Jelöljük ezt a bomlási valószínűséget A-val. Tehát a rendelkezésre álló 
N számú radioaktív atom közül egy másodperc alatt felbomlik A I számú atom. Más- 


. e. 8. 29 , d. d 
részt az adott elem atomjai számának csökkenése az időegységben: — e . Tehát 
fennáll 

dN 
"dt tessen A N . 


Innen a változók szétválasztása és integrálás után adódik: 
Na Nyet. 


Az N, integrálási állandó jelenti a t — 0 időpontban levő radioaktív atomok 
számát. 

A bomlási sebességet A helyett inkább a 7 felezési idővel szokás jellemezni. Ez 
azt az időt jelenti, ami alatt az aktív atomok száma felére csökken. A és 7 között — a 
bomlási törvény alapján — könnyű összefüggést találni. A felezési idő elteltével ugyanis, 
azaz amikor t — T, 


N 
N — Csi ? 
azaz 
N sss a zkt 
0 
Ebből viszont 
azaz 
in2 — 0,693 
jöt GE ae 
vagy 
f.2z in2 0,693 
voT T " 


Az imént levezetett bomlási törvény szerint bomlik fel valamely, a t — 0 idő- 
pontban N, számú atomot tartalmazó, radioaktív elemből álló test. t másodperc 
múlva N — N), e7?t atom marad az eredeti elemből. Feltehető, hogy a bomlás ered- 
ményeként keletkező elem maga is radioaktív, tehát valamely A, bomlási állandóval 
jellemezhető bomlásnak van alávetve. Ha m(2) jelenti a második elem t időpontban 
levő atomjainak számát, akkor ebből a második elemből minden másodpercben A, m 
számú elem bomlik fel. Így fennáll: I 


d 
a AN—hm aA Nem A, m, 
vagyis 

d 

a; HAlma A N,e-k, 
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Ez az m(t) ismeretlen függvényre vonatkozóan egy inhomogén lineáris differen- 
ciálegyenlet, állandó együtthatókkal. A hozzátartozó homogén lineáris differenciál- 
egyenlet: 


dM 
dt -- 4, M — 0. 


Ennek az általános megoldása: 
M-Ce-Mt, 
Az inhomogén lineáris differenciálegyenlet egy partikuláris megoldását (A, 4 A) 


mo 7 Ae7t 
alakban keressük. Ekkor 


dm, — sajj 
557 isa —A Ae7M, 


és a differenciálegyenletbe behelyettesítve: 
(— A A 3 A, A) ett — A Ny e7tt, 
Ebből viszont következik, hogy 


azaz 
AN, 


7 m-K" 


Így az inhomogén lineáris differenciálegyenlet egy partikuláris megoldása: 
A No B 


Ma -N 
0 Aa Eza , 
és az általános megoldás: 
ss 5 e7At 4 Ce7Mt 
A, SZESZES A . 
Haat—0 időpontban .m — 0, akkor 
A N, 
Ses AS SA 


és így az ehhez a kezdeti feltételhez tartozó partikuláris megoldás: 
— — s (ey — e7t), 


Ha például a kiinduló anyag I, — 108 atomot tartalmazó rádium, amelynek 
felezési ideje T — 1580 év, mellyel 


0,693 


A 3 ———— ZETT 
1580 : 365 : 86 400 


3 14-10-73; 
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a rádium bomlásával rádiumemanáció keletkezik, melynek felezési ideje T, — 3,82 
nap, mellyel 


0,693 
A, 7 


3 — —— —- 21: 10-é; 
3,82 : 86 400 Eg Mstőső 


akkor t — 1 nap — 86 400 másodperc múlva lesz 


1,4 : 10711 . 106 


m — — —  — —  . . (e—14" 86400 - 107".  9—2,1 . 66400. 10799 gy 
2T-107—T4-10-ü ( ) 


3 6,043 : 01649 A I atom rádiumemanáció. 


Feladatok 
a) Gyakorló Lineáris differenciálegyenletek 
feladatok ! 117 SÉTEKESÉREÉÉR ET EEESSÉKERR EE St 

, ze , 2y uzik 3 
1. y—xyz-ex. 2. y zza Ba 
3. szét dt ölelés $ Itt a — állandó. 

x x 
4. x (1 — x?) dy 3 (2 x? — Dydx—- ax dx. Itt a — állandó. 
no xydx adx. zás 

5. dy ie Tis Itt a — állandó. 

j T l , 
6. y cos x 4 ysinx — Il. 7. őy 4Fycosx— 5 sin 2 x, 
8. y" — -; y — e"xn. Itt n — állandó. 

, n a 4 
9. y" -- LÉ Itt a és n megadott állandók, 

; 1 — 2 
10. yhy— e. II. Vá 2-1. 
12. xy —(13-x)y-x?— 8. 13. xy —y-x7l. 
14. xy 34y—-—xlin]Ixl]. 15. (xi Dy—y—3xt3-4x, 
16. (xX3-ay —xy-a Itt a — állandó. 
17. (1—x9)y—xyzel. 18. (1—x)y—y-l— x8, 
19. . (1--x2)ythxy—308. 20. . 2xy4FyViFRx—1342x. 
21. . V1--x2-y-hy—2x. 22. . 2x(x—1Dy 4(2x—Dy—x. 
23. xy 3xy-—x? 3 x3il. 
24. 2(xX3xt1ly-it(2xthi1ly—-8x2 731. 
25. (xx—1y—xyőe x3. 


26. 
27. 


28. 
29. 
30. 
31. 
33. 
34. 


35. 


37. 


39. 
41. 


43. 


45. 


47. 
48. 
49. 
51. 
53. 
55. 


57. 
59. 


61. 
63. 
65. 
67. 


68. 


69. 
70. 


71. 
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x1—x9)y 3 (22 1lyoex— ső, 


(I 4 x9)y HtH2xy-tgx. 


2(1— x9y—(149y-[1— 2. 


2(1— 9y —y—4xVI— x. 


(14 X?yt(ltF9glthóy 2 x. 


xy $H2y5-sinx. 
y hHytgx—sin2x. 


32. 


y sin x : cos? x 4- y cos 2 x : cos" x — I. 


l . 
y -Fycosx— 5 sn2x 


y—ya: xi sinx. 


ytHFH2y-—x 93 3chx. 
y kHythx—6e. 


y cosx— 3ysin x — ctg x. 


1 
"7t — sin 3 § B 
y SX-FY sin KÉNLHÉTEZ 57 


36. 


38. 


40. 
42. 


44. 


46. 


y" cos x 4 ysin x — coszx—0 


y sin x — y cos x rz e" sin? x, 


l 


ejtse tg2x3 1-4 
99 7y 8 cos 2x" 


y cosx 4 ysinx— 1 7-tgx. 
y sin x— ytgx — tg x — tg3x, 


2y 
f) MESÉS TÉS, 192 8 A 
VOT 59VÜSE etgx:cos2x 


] 
—-- -k cos 2x, 


2 MIBE ak 


(I — x29) y 3 xy — xarcsin x 7 (1 — x) V1 — 22. 
x (1 -- xy 4 (I — x— xy —(l 4 xx) (vé — 1). 


xy t2y — xt, 

v —yza et. 

vy dx t 2 x—3y dy — 0. 
x dy — (x? — y) dx. 


y tgx—2y— 2 a. Itt a— állandó. 


xdy—(4—3x—3xy) dx. 
y9W— Ddr4- (x—y9)dy — 0. 


cos y : dx Tt (x 4 siny— 1) dy — 0. 


(yy—6xy 3 2y — 0. 
xy tH2y-—3x. 


50. 


66. 


(1-4 y?) dx — (xy t-y-t-y?)dy —0 
xy H2y-3x. 

ydx — (2x-4k2y9) dy. 

(x 4 1)?y" 3-3(x 4 1) y — 2. 
xy H(2x-ix)yi-l. 

xy 4 y(xctgx 1) — ctg x. 
y"dx — (3 — 2 xy) dy. 

(1 — 2 xy) dy — (y? — dx. 
(x—2xy—y)y 4y 7-0. 


Kezdeti feltétel: y (0) — 0. 


y ty cos x— sin x : cos x. Kezdeti feltétel; y (0) — I. 


(1— x)y 4xyzel. 
v ty a xx. 


, a, y péz: 
VE dee 0. 


Kezdeti feltétel: y (0) — 1. 
Kezdeti feltétel: y (2) — I. 


Kezdeti feltétel: y (1) — 0, 
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72. 
74. 
76. 
78. 
79. 
80. 
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y hy- es, 73.  y—-—4y-xsinx. 
yHt2y—-xe. 175.  yYdt3y—e?"sinx, 
y —2y — e cos x — e sin x, 77. y—-—4y-—x— x, 
y—-5y:2xée. 

yht3y—xne-5, Itt n pozitív egész szám. 


y—-yz7 xercosx 


8) Bernoulli-féle differenciálegyenletek 


1, 


1. 


E st söze ssats A8Ő 4 
y A y 


ya say laz. Itt a — állandó. 3. y txyz- xy. 
(1 — xx) y — xy — a xy. Itt a — állandó. 
3yy —ay—x1l. Itt a — állandó. 


(y In x — I) y dx — x dy. 
y — y! cos x — y? (1 — sin x) COS X. 


y-3-5egy 9.  xy-4y—4]/. 
28—1 

s Ana Asz káttár "Hál 11. xy —-yt2xy, 
(1 - x9y 34 xy — xy 13. xy -2xyty, 
xy ty-yiln]x]. 15. xy thy-7 xy. 
Xy hFxyitVy-0. 17. 3xy —2y— xy, 

3 
y cosx 4 ysin x 34 y? — 0. 19. y3t2y—-2xyi 
2(13§-x)yy Ht2x—3xt 3 yt—0. 21]. xdy 1 (xy —y— y dx- 0. 
xy-y-2xy, 23. — ydx 3 (yt — 39dy — 0. 
y dx — x(xy — 1) dy. 25. (9 — xy) dx- xédy — 0. 
(2xy—ydxt2xdy— 0. 27. (xx—1)dy—y(2x— 3y)dx —0. 
2 cos y " dx — (xsiny — x?) dy — 0. 
y — xy?. 30. xy ty-ylnx. 


y) Jacobi-féle differenciálegyenletek 


(ak Ty x—3y 


FITEESKTEKET Itt a — állandó. 
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. (1ty—Dhy—xty—-Il 


2 ESZ a e etet et eaz ye te JE et 
. €-4ty—]xix—y—l" 
3 ös za SET OD KTEK EN E : 
Ep F])eex Ep i 
ág (thy-t2)y-x—3y—2 
(x-tyt2x—xthy-r2 " 
5 ,  Gxid5yy-tl4xit13y-t6 
: y . (1xh5yx—4x—5y—3 7 
6 ,. 5(0tyy——7xt8y—5 
jú 5(xhy)x-t7x—8By " 
, (x SölE y) y -H XxX — 1 
7. z égei METÉETT 
? eeyjxepti 
b) Vegyes feladatok J] 1. Határozzuk meg azt a görbét, amelynél az x — 0, 


y — 0, x — £ egyenesek és a görbe közé zárt idom súly- 
pontjának abszcisszája egyenlő ú €-vel. 
2. A 2xy —y—1,5x? differenciálegyenlet integrálgörbéi közül határozzuk meg 
azt, amelyiknek az x — 1 abszcisszájú pontjában az érintőmeredeksége 1. 
3. Határozzuk meg mindazon görbéket, melyeknél a (0,0) és (x,y) pontokhoz 


tartozó érintők metszéspontja a b x 59 pont. 


4. Egy görbét a következő érintőszerkesztés jellemez: a P (x, y) pontbeli érintőt 
megkapjuk, ha a (2 x, 0) pontot P-vel összekötjük. Határozzuk meg a görbe egyenletét. 
5. Egy görbe P (x, y) pontjának abszcisszáját osszuk fel n egyenlő részre és kössük 
össze a görbepontot a legközelebbi osztásponttal. Mi a görbe egyenlete, ha az előbbi 
szerkesztéssel kapott egyenes a görbe érintője? 

6. Az (x,y) síkban adva van az x — a, y — 0 rögzített pont. Ha ezen a ponton 
keresztül egy párhuzamos egyenest húzunk egy görbe tetszőleges érintőjével, akkor a 
koordináta-tengelyek és ezen egyenes által bezárt háromszög területe egyenlő annak a 
derékszögű négyszögnek a területével, amelynek két merőleges oldala a görbe kiválasz- 
tott pontjának két koordinátája. Mi a görbe egyenlete? 

7. A görbe P (x, y) pontjához tartozó normális IV pontban metszi az x tengelyt. 

Mely görbéknél lesz a PIN távolság felezőpontja az y? — a x parabolán? 

8. A görbe P (x,y) pontjához tartozó érintő T pontban metszi az y tengelyt. 
A P vetülete az x tengelyen 0, O a koordináta-rendszer kezdőpontja. Mely görbéknél 
lesz az OOPT trapéz területe a?? 


9, Mely görbénél metsz le az érintő az y tengelyből k x? y" darabot? 


7 Közönséges differenciál egyenletek — 44 231/VII. 
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I0. — Határozzuk meg azt a görbét, amelynél az, érintőnek az érintési pont és az 
x tengely közötti szakasza a (0,1) pontból 45"-os szög alatt látható. 

11. Egy C (farad) kapacitású kondenzátort egy R(£2) tiszta ohmos ellenállással 
sorbakötve, rákapcsolunk egy U (volt) feszültségű áramforrásra. A O (coulomb) töltést 
a t (sec) időpontban a 


d0 9 
Ríte7t 


differenciálegyenlet határozza meg. Ha a t — 0 időpontban O — 0, határozzuk meg 
a töltést az idő függvényében, feltételezve azt, hogy U — állandó. 


12. Az előző feladat, feltételezve, hogy U — Uj sinot. Mekkora az áramerősség 
a t időpontban? 3 


13. A 7. kidolgozott példa alapján határozzuk meg azt, hogy hány rádiumemanáció 
atom lesz 1 nap múlva, ha kiinduláskor volt 500 000 atom rádium és 500 000 atom 
emanáció ? 

14. Hány atom rádiumemanáció lesz 1 nap múlva, ha kiinduláskor volt 108 atom 
emanáció és nem volt egyetlen egy atom rádium sem? 


15. Az előző két példa adatait alapul véve, határozzuk meg azt, hogy ,,végtelen 
hosszú" idő elteltével hány atom emanáció lesz? 


4. §. Riccati-féle differenciálegyenlet 


a) Speciális Itt a tetszőleges valós szám lehet, ezért az x 5 0 félsíkra 
Riccati-féle fogunk szorítkozni. Feltehetjük továbbá, hogy a -£ 0 és 
differenciál- b 5£ 0. a speciális értékei mellett ez a differenciálegyenlet 
egyenletek: án ; § haző et 

; ; elemi úton integrálható, a megoldás zárt alakban előállít- 
$ ey — ba ható. Kimutatható, hogy az alább felsorolt esetektől eltérő 


a értékek esetén a differenciálegyenlet megoldása nem 
állítható elő zárt alakban, elemi függvények segítségével (Liouville). Ez esetben a 
megoldás Bessel-függvényekkel kifejezhető. I 


a) a — 0. A differenciálegyenlet ez esetben 


y7-b—ay 
alakú. Ez pedig a változók szétválasztásával integrálható; 
B) a — —2. A differenciálegyenlet ez esetben 
; b 
ytay- cz 


alakú. Szorítkozzunk az (x,y) sík valamelyik negyedére, például az x 50,y 50 
síknegyedre. Ekkor a 


2z(x) E 


28 
y(x) 
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új ismeretlen függvény bevezetésével a 


zt 


z  — a — b [7 
x 


homogén (fokszámú) differenciálegyenletre jutunk, amelynek a z 5 0, x 5 0 tartomány- 
hoz tartozó minden megoldása egy, az (x, y) sík előbb említett tartományához tartozó 
olyan y — y(x) függvényt határoz meg, mely az eredeti differenciálegyenletnek a 
megoldása. 


Megjegyzés. 1. Az 


alakú, speciális Riccati-féle differenciálegyenlet úgy is tárgyalható, mint homogén 
, dimenziójú" differenciálegyenlet. Ha ugyanis x és dx dimenziójául 1-et, y és dy 
dimenziójául pedig (—1)-et választjuk, akkor a differenciálegyenlet valamennyi tagja 
azonosan (—2) dimenziójú. Így új ismeretlen függvényként bevezetjük a 
V(x) — x: y(x) 
függvényt. Ezzel a differenciálegyenlet az 
xvitav——-v-—-b-0 


szétválasztható változójú differenciálegyenletre redukálódik. 
2. Az 


y hay — 


alakú, speciális Riccati-féle differenciálegyenletnek mindig van legalább egy 
k 


ém" 


alakú partikuláris megoldása (k — állandó). Ha ugyanis ezt behelyettesítjük a differen- 
ciálegyenletbe, a következőt kapjuk: 


l 
az (ak — k — b) — 0. 


Minthogy ennek az egyenlőségnek x-ben identikusan teljesülnie kell, az csak úgy lehet- 
séges, ha 
ak —k—b-o0, 
ahonnan 
1 2 VI 4 4 ab ab 
2 a 


Egy partikuláris megoldás ismeretében azután az általános megoldás 


k — 


y—yTtz2 
alakban kereshető (1. a b) e) pontot). 
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4 , ; j 8 12 
y) a — — DEZE Eg , ahol n pozitív egész, tehát a a —4, — 3t B? 

16 20 . [4 e ? 
Baá őt Ve sorozat valamelyik eleme. Szorítkozzunk ismét az x —0 fél- 


síkra. A differenciálegyenlet ez esetben n számú lépés után az a — 0 esetre redukálható. 
Ha ugyanis az 
2 L L 
1 ci 1 " ajd-8 


transzformációval bevezetjük az u és v változókat, akkor mivel 


, -§-G dv MÉ 


dx  töv du " dujdx 
dv 1 se d sőn , 4 szé 
sz — — . —— (íg 83 Üvt83 u a-tt3. - u at8 
du sz ( 178) v a 
és 
54 2 9 3 
2 vess A a-t 3 ka —a1r58 "a3t38 
Ez u u — ta 
a differenciálegyenletbe való behelyettesítéssel lesz: 
Új 1 " a . 8 2 4 
at8 7 a-k3 a38 a "ax38 
da (et 9) au — .-- u — — u Tt -- 
1 2 9 as. 3 a. 


vagy az összevonásokat és egyszerűsítéseket végrehajtva: 


a 3-4 
du a 7di3 a h 3 
Ez a differenciálegyenlet az eredetivel azonos típushoz tartozik, és mivel. 
4n 
sa ötdáezt s, sé 
e 200 ele RT 2n— 1] Hi 4 (n — 1) 
ar3 5 An 43 2(n—21) —17 
2n—-1 


látható, hogy a független változó kitevője a sorozatban eggyel előbb áll, mint az eredeti 
differenciálegyenletben szereplő a. Ha most ugyanezt a transzformációt n-szer meg- 
ismételjük, n lépésben a — 0-ra jutunk. 

Mivel a transzformáció Szerint 


pp — -- — 


a) SPECIÁLIS RICCATI-FÉLE DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 101 


E s 4 ; 
ezért az x 50 félsíknak vagy az xy — h. hiperbola feletti, vagy alatti részére kell 


szorítkoznunk. 
Minden egyes újabb transzformációnál külön meg kell vizsgálnunk, hogy az 
(x, y) sík melyik résztartományára szabad szorítkoznunk. 


4 (—n 4n set att ű j 4 
8 12 16 20 


mem gk egy enés sorozat valamelyik eleme. Szorítkozzunk ismét 


az x 50, y 50 síknegyedre. A differenciálegyenlet ismét n számú lépés után az 
a — 0 esetre redukálható. 
Ha ugyanis az 
1 rek 38 
MESE e zsé a 7 8 


vb — u 


transzformációval bevezetjük az u és v változókat, akkor mivel 


[dy JOY do, Ay da 
VET ov vau? Oudk 
mű 
E dv ai 
— TOT] segg tn -- (a -k 1) u 
FEE 
és 
VA d 7 gő ő 
[ev V -k — u 
a differenciálegyenletbe való behelyettesítéssel lesz: 
3a 3- 4 2a kh 
1 1 
Tjetbá e seggen e ege d] a 
2 
V -- - 
sz bu ús 
vagy 
8a -F 4 a 32 
1. a 
a11)f uti h2(ad szt set BET ét gezú 
8a -F 4 2a -k 38 


DES ász ájtág e 7 
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vagy az összevonásokat és egyszerűsítéseket is végrehajtva: 


3at 4 
dv b 5 "a — Tapi 


meet 
Cs ülltmeettlllkGERKTK 


di ari" s ei ! 


Ez a differenciálegyenlet az eredetivel azonos típushoz tartozik, és mivel 


12n a 
3a 4 2n71 . —4ántH4á 4[—(n— 1] 
ET egg ga ap ne] Tt 
—" 9nFRlL 


látható, hogy a független változó kitevője a sorozatban eggyel előbb áll, mint az eredeti 
differenciálegyenletben szereplő a. Ha most ugyanezt a transzformációt n-szer meg- 
ismételjük, n lépésben a — 0-ra jutunk. 

Minden egyes transzformációnál külön meg kell vizsgálnunk, hogy az (x, y) sík 
melyik résztartományára kell szorítkoznunk. 


b) Az általános Az itt szereplő f(x), g(x) és h(x) függvényekaza cx b 
ÉSZ KDST Ő intervallumban adott és folytonos függvények, Ha speciáli- 
egyenlet: san f(x) — 0, akkor a differenciálegyenlet lineáris, s ha 
y — f(x) y-t h(x) s 0, akkor a differenciálegyenlet Bernoulli-féle diffe- 
kH g(r) yb h(x) renciálegyenlet. . 


Az általános Riccati-féle differenciálegyenlet meg- 

oldása általában nem fejezhető ki kvadratúrákkal. Ha azon- 

ban ismeretes a differenciálegyenletnek legalább egy partikuláris megoldása, akkor az 

általános megoldás könnyen meghatározható. Mielőtt azonban az erre vonatkozó 

részleteket ismertetnénk, előbb felsoroljuk a Riccati-féle differenciálegyenlet néhány 
nevezetes tulajdonságát. 


a) A Riccati-féle differenciálegyenlet megtartja alakját: 
1. A független változó tetszőleges 


x — p(u) 
transzformációja esetén. Itt p differenciálható függvényt jelent. 
2. A függő változó tetszőleges 


.. a()v-T BG) 
y(x) v -- ö(x) 


lineáris tört transzformációja esetén. Itt a, B, y és ő az x-nek tetszőleges differenciál- 
ható függvényei, melyek az a CZ x cb intervallumban az a —8y75-0 feltételt 
kielégítik. 

B) Az 


1 
JE 9 v(x) 
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transzformációval, ahol csak f(x) 5£ 0, és differenciálható, a függő változó négyzetének 
együtthatója 1-gyel egyenlővé tehető: 
dv 2 f(x) 
SEBI 
í9 


dx 
ry) Anélkül, hogy a független változó négyzetének együtthatóját megváltoztat- 
nők, a függő változó első hatványának együtthatóját zérussá lehet tenni. Ha ugyanis az 


y — vb) — fg 


-H gt) - f() h(). 


transzformációt alkalmazzuk, feltételezve azt, hogy f(x) 5£ 0 és f(x), g(x) differenciál- 
ható függvények, eredeti differenciálegyenletünk a következő alakba megy át: 


dv 2 , fe)g(9—fte)en)  [9P 
kV Egy áj TAN] - 


A B) és y) alatt említett transzformációk kombinációjával, a Riccati-féle diffe- 
renciálegyenlet mindig visszavezethető a következő alakra: 
y -y 1 Rt). 


0) Ha az (a, b) intervallumban g(x) és A(x) folytonos és f(x) differenciálható, 
akkor a Riccati-féle differenciálegyenlet valamennyi, az adott intervallumhoz tartozó 
partikuláris megoldása az 


fg f(x) ydx 


u(x) — 
transzformációval az 
f(x) u" — (f(x) -- f(x) g(x)) u" 4 (fed hr) au — 0 


másodrendű homogén lineáris differenciálegyenlet egy megoldását határozza meg, 
— és megfordítva. 

Ha speciálisan f(x) — — a 5— 0, g(x) — 0, h(x) — b x? (l. az a) pontban tárgyalt 
speciális Riccati-féle differenciálegyenletet), akkor a hozzárendelhető másodrendű 
homogén lineáris differenciálegyenlet: 


u —abx u. 


e) Ha a Riccati-féle differenciálegyenletnek y — y.(x) partikuláris megoldása 
ismeretes, akkor az általános megoldást 


y(x) — yi(x) -4- z(x) 


alakban keresve, a 2(x) ismeretlen függvényre egy Bernoulli-féle differenciálegyenlet 
adódik, amely lineárisra való visszavezetéssel kvadratúrákkai megoldható. 
Ha ugyanis y — y1(x)-re fennáll az 


yi — TO) yi 1 gl) yi thx) 
azonosság, akkor az y — y, -- z transzformációval adódik, hogy 
z" — f(x) 2 4 (2 f(x) yi(x) 4 8(x)) z. 
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Ebből a. 


transzformációval az 


u rk (21) yi (2) 4 al) u — —f6) 
elsőrendű inhomogén lineáris differenciálegyenlet adódik. Ennek az általános meg- 
oldása: 


(xy 7 C (2 f(x) yi(x) - g(x)) dx 
utx) — 


sa (27609 val) EG) dx sal (2 f60 ya(x) -k g(x)) dx Í f(x) e dx, 
vagy röviden: 


Így tehát az eredeti differenciálegyenlet általános megoldása: 


1 C yi(x) p(x) 4 yi(x) pl) H- 1 
y-t) Tt Cpt) Fra C plx) 7 pl) I 
Eszerint a Riccati-féle differenciálegyenlet általános megoldása a C integrálási állandó- 
nak lineáris tört függvénye. 
Megfordítva is igaz: Ha egy differenciálegyenlet általános megoldása a C integ- 
rálási állandónak lineáris tört függvénye, akkor az Riccati-féle differenciálegyenlet. 
Megjegyzés. Ha y1(x) a Riccati-féle differenciálegyenlet egy partikuláris 
megoldása, akkor az 


1 
ulx) 
transzformációval a differenciálegyenlet átmegy egy inhomogén lineáris differenciál- 
egyenletbe, melyben u(x) az ismeretlen függvény. 


C) Ha ismeretes a Riccati-féle differenciálegyenletnek két partikuláris megoldása: 
yi(x) és y.(x), akkor az előző pontban említett transzformációval kapott 


u-t (2f0) yi TF gG)) a — — f(x) 


inhomogén lineáris differenciálegyenletnek egy partikuláris megoldása: 


y(x) — y(x) a 


Tehát 


—1 (2 /(x) ya(x) -k g(x)) dx 1 
u(xy FC j esz 
s Ú y.(x) — yi(x) 


n) Ha ismeretes a Riccati-féle differenciálegyenletnek három partikuláris meg- 


oldása: y1(x), y2(x) és y3(x), akkor az általános megoldás — kvadratúra nélkül — azon- 
nal felírható; 


IS TE a 
y-—y1 9W$37-7 yi 
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Ebből következik, hogy ha y4, is megoldás, akkor 


Y4— Y2  Y37 Ya 


y.1—y1i 9Y3— yi 


azaz, a Riccati-féle differenciálegyenlet négy tetszőleges partikuláris megoldásának 
kettős viszonya állandó. I 


Példák 


1. Oldjuk meg az 
, 1 
y 42y — z 

differenciálegyenletet, 


. A feladatot három különböző úton fogjuk megoldani, 
a) Új ismeretlen függvényt vezetünk be; 


Ezzel a differenciálegyenlet a következő alakot ölti: 
2 
za [6] — 2-0. 
x 


Ez pedig egy homogén (fokszámú) differenciálegyenlet. Ismét új ismeretlen 
függvényt vezetünk be: 


. z() 
u(x) - He . 
Ezzel a differenciálegyenlet a következőképpen alakul; 


ux 3 uv]i3u— 2-0, 


vagy 
12 9 
, —I] -- —0, 
u x -k [z -k 5 a 0 
A változókat szétválasztjuk: 
du d 
2 -- HE 0, 
ug 1 9 x 
3 2] 4 
vagy 
d 
u, 9d 
2 4. 1 § 1 4 x 
3" "3 
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Ez így is írható: 


du du 9 dx 
2 373 atax 
3773 357 
vagy 
du du dx 
u—1 "gre" mt 
Ezt integrálva, adódik: 
u — 1 
In 7afj-hlal 
vagy 
u— 1 
28 XS C fg 
Ebből 
. 8-Tt2C, 
. 8—G,!? 
. z , 
vagy, mivel u——, ezért 
szg zt ek 
x e. C, ú 
É 1 
és mivel Z — —, azért 


vagy ha még az integrálási állandó C, — - 


c? akkor végeredményben 
sz KKT 
Y öap?x 


b) A differenciálegyenlet homogén ,,dimenziójú": Ha x és dx dimenziója 1, y 
és dy dimenziója pedig —1, akkor mindegyik tag dimenziója —2. Új ismeretlen függ- 
vényt vezetünk be; 


v(x) — x : y(x). 
Ezzel a differenciálegyenlet így alakul: 


xv -t4t2vV4—-—v—-1—-—0, 
vagy 
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A változókat szétválasztjuk: 


dv X o: 
27 x 7 
Bf -i 
4 8 
ség d 9 d 
v x 
CONNER GAEL 1 Ér ae 
3773] 
Ez így is írható: 
j dv dv 9 dx 
CARE tjé TERELTE EA 
goa ig 8 
vagy 
dv dv dx 
STESSS ÖNKÉERE LOS l-özglzl 
DD tk e) 
Ezt integrálva, kapjuk: 
2y — 2 j ; 
1 GEL s J : Ín képi is 
vagy 
2v—2 
2v-1 Egs ismt bei 
Ebből 
. 283C€C 
9 8-2c 
vagy, mivel v — xy, ezért 
nagzttd Zé 
. 2x4—20€,x? 
vagy ha még az integrálási állandó C, helyett C — — es , akkor végeredményben: 
1 
. CS—1 
Y- ca H2x" 


c) Keressük a differenciálegyenlet egy partikuláris megoldását 
ok 
Yx 
alakban. 
Ekkor k-ra a következő másodfokú egyenletet kapjuk: 


2k—k—1-—0, 
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ahonnan 


JI és  y2— — 3x 
Az általános megoldást 
szE A 
y — az -k 11; 
alakban keressük. Ekkor, mivel 
, l u 
Y7-— a É 
és 
jösza alk as 
x ú xu? 
lesz: 
u" — E üss 2 


Ennek egy partikuláris megoldása: 


1 He 2x 
Ya — Yi 3 


ug — 
tehát az általános megoldása: 
. Cxtt2x 


e Ez eg zee Et Té 


3 


Visszatérve az eredeti változókra, az adott differenciálegyenlet általános megoldása 


.1 3 
V-. c 4r3k? 


vagyis 
. Cxsx—I 
VT Cagp2xt 
2. Oldjuk meg az 
1 
, Deak 
JEE 


differenciálegyenletet (x 5£ 0). 
Az 


PÉLDÁK 


transzformációval új változatokat vezetünk be. Ekkor 


és 


vagy 


4 9 ef du — Va 
vagy 
dv dv 
5 zi -4- 4 du — 0. 
Integrálva, adódik: 
2--v 
ia -t- 4 u — ln Ci; 
vagy 
2-4 v 
geza zt — 4u 
2 B Ce 
Ebből! 
ogy es 
ji Ce" 4241 
Visszaírva az eredeti változókat, a 
Me 4. Ki 1 
"zza Di Tk 


inverz transzíormáció alapján: 
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vagy ebből y-t kifejezve: 
4 


p- 02 "81 9)r2—x 


4 
4Cxe "—4x 
Ez a differenciálegyenlet általános megoldása. 
3, Oldjuk meg az 
4 
yi9zx? 
differenciálegyenletet (x 5 0). 
Az 
1 
JEG x-z 
u? v — 3 u 


transzformációval új változókat vezetünk be. Ekkor 


li 1 ld 21 11 
él" da 3 u" T9 e 
Uv——-— u 
3 
és 
2 — [/ 
9" 
[őv uj 
Ezeket behelyettesítve: 
ld 21 11 s.k. 86 
Bd 3a/ tot "Taps vzg? 


vagy 
dv 5 


Ebben a differenciálegyenletben már a változók szétválaszthatók; 


dv 
vagy 
dv dv 
Ezt integrálva, adódik: 
v— 38 
in 7 -H 6 u — In ICI; 


v43 


PÉLDÁK 111 


vagy 
v— 3 ús 
TAT ati Ces, 
Ebből 
azt 14 Ce "tu 
bére e ta 
Visszaírva az eredeti változókat, a 
: 
1 -- 3 x y 1 
ÜSS u — x 
xy 
inverz transzformáció alapján: 
1 1 
vk 3 143 Ce és 
e Ba 
xy 1—€Ce- 68 
vagy ebből y-t kifejezve: 
1—€Ce-6ő 


y — — CSja Tag9 ME GAME AL) EPEN 
3x ú 5 C(3x34 -4H — ze jú 


Ez a differenciálegyenlet általános megoldása. 
4. Oldjuk meg az 


l 4 
, 2 mö azárt a ja 
dása éöz sé 2 Ü 
differenciálegyenletet. 
Alkalmazzuk az 


y — v(x) — 


transzformációt. Ekkor, mivel 


és 
1 v 
DE szaja Ny se keze tal 
y v Eg 4 x2 x , 
a differenciálegyenlet így alakul: 


§ 
! 2 
v--za tv-k 


42 xx 2x2t x 
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vagy az összevonásokat elvégezve és rendezve: 


Ez egy speciális típusú Riccati-féle differenciálegyenlet. Ennek egy partikuláris meg- 
oldását . 


) ) —-— 


alakban keressük. k-nak ki kell elégítenie a következő másodfokú egyenletet; 


15 
2... ——-— 
k k ft 0, 
ahonnan 
3 5 
k, ST 5 és k 3 5 3 . 
Tehát két partikuláris megoldás: 
sé ; és et 
v) — 9x Da -— 5x . 
Most, ha a 
A 1 3 
— ulxy  2x 
transzformációt alkalmazzuk, akkor az 
3 
ut-us-l1 
x 


inhomogén lineáris differenciálegyenletre jutunk, melynek egy partikuláris megoldása: 


1 X 


KARÉTET né 
és mivel a megfelelő 
3 
U73-U-0 
x 
homogén lineáris differenciálegyenlet általános megoldása 
C, C 
ZsZzs eget 


azért az általános megoldás: 
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Visszatérve az eredeti változókra, nyerjük az adott differenciálegyenlet általános 
megoldását: i . 


5. — Oldjuk meg az 
xy —xy—- 2xXxthhy-$é 0 


differenciálegyenletet. 


Próbálgatással megtalálhatjuk ennek a differenciálegyenletnek egy partikuláris 
megoldását: 


JU —Xx 
A differenciálegyenlet általános megoldását az 
y— — x- z(x) 


alakban keressük. Ha ezt behelyettesítjük a differenciálegyenletbe, az a következő- 
képpen alakul: 


x(—1-t2z2)—x(2-rtz22—22x)— 2xX2t1(—xdt2— c 0; 
vagy a szorzásokat elvégezve: 
—xtzx—R—zxt2izét2éHthxr—28z—z— xx — 0; 


vagy az összevonás után: 


2x—z—xz—hG0 


Ez egy Bernoulli-féle differenciálegyenlet. Alkalmazzuk a 


zi is JOSÉ a 
a? 0 u 
helyettesítést. Akkor lesz 
u" 1 1 
E NÉ a 


vagy 3 
ux ht ut xza 0. 


Ez már egy inhomogén lineáris differenciálegyenlet. A hozzátartozó homogén lineáris 
differenciálegyenlet I 


Uxi3U-o0, 
melynek az általános megoldása 
u-a 
x e 


$ Közönséges differenciál egyenletek . — 44 231/VII. 
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Az inhomogén lineáris differenciálegyenlet egy partikuláris megoldását az állandó 
variálásának módszerével az 


MiRE C1(x) 
MR 


alakban keressük. Behelyettesítve: 


84 Co SG ú ; 
riglaal o El s sás txz 0, 10 
vagyis í 
C, — — x, § 
ahonnan 
Cu1(x) — — 56 XV 
NI 
Ezzel 3 -? 171 2 3 x 
1 C 
u —-— — 9 x - , ef 
vagyis. új 
dzs 1 Me 2x 
" 1 Ci jó 2c, m— x 3 
— XX -k E 
2 x Cs10 j 
és 3 2 ; 
2x 2x § 
sszem másminú ys-xs5 38 
y te És 
—2C x 4 x8 3- 2x j 
s BG ma p 28. ábra 
vagy ha még a C, integrálási állandó helyett 2 C, — C, akkor a végeredmény: 
.8t12x—Cx x [é3(2—0] 2x 
ESETE ÉSE TET yzat TV SZLSZÉRKÁN Gt 


Rajzoljuk meg az általános megoldás által meghatározott görbesereg néhány 
görbéjét (28. ábra). 


2.42 ú 
1. Ha C— 0, akkor y EE; itt ha x-£ 0, akkor 
xt 42 2 
— mm — X——, 
—x x 


2. Ha C 6 oo, akkor y 5 — x, 


3. Ha C 5 0, mégpedig: 


Me 2 xrérD 2x 
Cst, akkor ISEE geo "EE s 
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xx 2x 
C—2 akkor ÜT) [josag ; 
(V2 -- x) (V2 — x) 2 — xi 
Gő akkor goz EE VE sg EK gú, 


— 319 -g 3 


4. Ha C a 0, mégpedig: 


e — x(éd3 2x 
C — —-—], akkor ZÉÉE GT lÉ TVE tj 
x (x? 3- 4) 2x 
zz —2, ös ez EE elnek őéés - stb. 
C sz akkor y 73 x 4I3 stb 
Feladatok 


Az alábbi feladatokban yy az adott differenciálegyenlet egy partikuláris megoldá- 
sát jelenti. 


; 2 ; § 8 
1. ytWP-z. 2. 4y" 34 y:t-kH4x-?—0. 
2 ap? 2 492 299" 2 k 
3, xy — xy d1-xy tl; y7- 4. xy - (xy—2)" — 0; Ja ze 
E 
5. yek sz. 6. vrjzsx" 
2.x: 
iz. bis égbsb 8 új; 0 
. y — a T gy" . y Ty y-g . 
L 
9 " my — 
y y xi 
10. . 2x2y —(x — 1)(y? — x2) 3 2xv; Vv, —x, V. — — Xx. 
MG ! 
11. y —(y—1)(xy—y— x); yis l. 12. ds ál 
13. xy t(m— hDaxr(y — x)? 3-y—2x— 0; yy — x. Itt a és. m megadott 


állandók. 
14. ytxy—- 2XrFHDhytrtoőrfrx——1—0; y 5 cx. 
15. (x2 -H a) y" 3-2" — 83xy — a — 0; y, — x. Itt a — állandó. 
16. 2x2y — 2xy 4 (y" — x3) (xctgx — 1); y — x. 
17. x(x—Dy—1-429dvyhyH2x-0; 44—lL 


l 
18. y ky sin x — 2 S ; Hu. B: 
cos cos X 
19. (1 — ő) y segéd gjzs ök 0 ESIK 


20. (1 — xy 3 xy ht xy? — 2x; yi — állandó. 
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5. §. Egzakt differenciálegyenletek. Integráló tényező 
(Euler-féle multiplikátor) 


a) Egzakt A 
differenciálegyenlet 3 PGY HFatkyy 70 


vagy 

p (x, y) dx 3§- g (x, yy d —0 
differenciálegyenletet egzaktnak nevezzük, ha van egy olyan folytonos elsőrendű par- 
ciális deriváltakkal rendelkező, kétváltozós F (x, y) függvény, melyre 


oF oF 
3x 7PCY és zefjke g (x,y). 


Ha ez a függvény ismeretes, akkor 


F (x,y(x) —C 


a differenciálegyenlet általános megoldása. 

Ha az (x,y) sík egyszeresen összefüggő D tartományában p (x,y), 9 (x,y), 
Dpy (x,y) és ag. (x,y) létezik és folytonos, az adott differenciálegyenlet akkor egzakt, 
ha fennáll a I 


op. 99 
d9y 9Xx 
integrálhatósági feltétel. i . 

Ha az integrálhatósági feltétel teljesül, akkor a diffe- 
renciálegyenlet általános megoldását adó F(x,y) függvény 
az egyszeresen összefüggő D tartomány valamely Po (xo; yo) 
pontjából kiinduló és teljes egészében e tartományban futó, 99. ábra 
tetszés szerinti görbe mentén vett vonalintegrállal számítható. as 
Célszerűen e görbét úgy szoktuk megválasztani, hogy az a ko- 
ordináta-tengelyekkel párhuzamos egyenesszakaszokból álljon. y 

Ha pl. az integrálás útja P,-ból kiindulva, először az x 
tengellyel párhuzamosan. halad, maid az v tengellyel párhu-: ZESú 
zamosan (29. ábra), akkor 


, R(x,.y) 


y 
Í g(x, y) dy. 


y 


F (x,y) — J P(x, yo) dx -- 
Xo 


30. dbra 


Ha viszont az integrálás útja P,-ból kiindulva, először az y tenge Ilyei párhuzamo- 
san halad, majd azután az x tengellyel párhuzamosan (30. ábra), akkor 


9. x 
F (x,y) — J 9 (xos 4) dy -k J p (x, y) dx. 
ye Xs 
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Ellenőrzésül szolgál az, hogy az eredményül kapott F (x, y) függvényre fenn kél 
állnia : 


L 


ax 


st ta FF . 
tsp(x,y) és ay 7969 


Sok esetben kényelmesebb, ha — a görbe menti integrálás helyett — először 
integrálással meghatározzuk azt a D (x, y) függvényt, amelyre fennáll, hogy 


oD 
ax -—p (x, y), 


és ezután az F (x,y) — B (x,y) t- F(y) függvényben szereplő Y(y)-t meghatározzuk 
úgy, hogy 

oF i 

9y — g (x,y) 

egyen. Azaz 


dy, 


a I 
g(x, y) — a Ping) dx 


F(x,y) — fp y) dx a; 


vagy fordított sorrendben: 


a 2 
. FGx,y) — J g(x, y) dy 41 Pp(x,y) — öz [ 969) yi dx. 


mama, 


Megjegyzés. A síkbeli 
v(r) — p(x, y) i 4 alx, y) ij 


vektor-vektor függvény (vektortér, vektormező, pl. síkáramlás sebességi vektortere vagy 
elektromos töltéssel ellátott, , végtelen hosszú" vonal elektrosztatikus erőtere) poten- 
ciálos akkor, ha az egyszeresen összefüggő D tartományban az x és y irányú összetevői- 
ből alkotott 


p(x, y) dx -- a(x, y) dy 
kifejezés teljes differenciál. Ekkor ugyanis az 


J v(r) dr — [1 plx,y) dx 4 a(x,y) d) 


L 


görbe menti integrál értéke független az integrálás útjától és csak a kezdő- és végponttól 
függ. Az F ( x, y) potenciálfüggvény görbe menti integrállal számítható: 
P(x, y) 


F(x, y) — J íp(x, y) dx -- a(x, y) dyje 
PÁxos Yo) 
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Ettenőrzésül szolgál az, hogy 


öF. OF. I TEST NNGNNNÉNÉSSA 
gradf— ib PGY bay — ver 


oF 
BB (x, y), 


9F 
öy z g (x,y). 


(Az elektrosztatikai alkalmazásoknál vegyük figyelembe azt, hogy az elektroszta- 
tikus potenciál az általunk itt mondott potenciálfüggvénynek a — 1-szerese.) 


Az ekvipotenciális vonalak egyenlete a 
p (x,y) dx 4 a (x.y)dy —0 
egzakt differenciálegyenlet általános megoldása: 
F (x,y) — C. 


b) Integráló tényező A u(x,y):£0 függvény integráló tényező (Euler-féle 
(Euler-féle multiplikátor) akkor, ha a 


multiplikátor) 
u (x, YDpEY-tulyalx,y)y 70, 
vagy másképpen írva 
u (x,y) p (x, y) dx 4- u (x,y) 9 (x,y) dy —0 


differenciálegyenlet egzakt. Ennek a differenciálegyenletnek a megoldásai nyilván az 
eredeti . k 


p(x.Y) tatkyy 0 


(nem egzakt) differenciálegyenletnek — u (x, y) 5£ 0 miatt — is megoldásat. 

Ha az egyszeresen összefüggő D tartományban p (x, y), g (x, y), p, (x, y) és g, (x,y) 
létezik és folytonos, a folytonos elsőrendű parciális deriváltakkal rendelkező u (x, y) 5£ 0 
függvény D-ben akkor integráló tényező, ha fennáll: 


91 (07 ER op 9099 
1 1692 7 PGY a — hr) [z Axl 
Í 
Ezt a u (x, y) ismeretlen függvényre vonatkozó elsőrendű parciális differenciál- 
egyenletet — bár a mondott feltételek mellett kimutathatóan végtelen sok megoldása 


van — általában nem tudjuk megoldani. Azonban — mivel egy azonosan el nem tűnő 
partikuláris megoldás ismerete elégséges — sok esetben u (x, y) meghatározható. 


b) INTEGRÁLÓ TÉNYEZŐ (EULER-FÉLE MULTIPLIKÁTOR) 


Az alábbiakban felsorolunk néhány speciális esetet: 
a) u csak x-től függ, azaz u — u(x), ha 


op ei 

gy 92 [ feddz 
————— 2 f(x); ekkor xXx-e § 
 ) f(x); ekkor u(x) 

B) 4 csak y-tól függ, azaz u. — u(y), ha 
99 ő 
öx  9y 1109 ay 
; ekk 
ETET b — f(y); ekkor u(y) — 


y]) Ha a differenciálegyenlet homogén (fokszámú) és 


x:p(x,y) ty: g(x.y) E 0, 


akkor 
1 


My x:p(x,y) ty: g(x.y) 


integráló tényező. 


Öö) u csak (x -t y)-tól függ, azaz u. — u (x 1- y), ha 


Gáti 9y [feet vd(x4-3) 
sss es eszsazz Ez TÉX ; ekkor u x -- —-— e " 
p(x, y) — g(x, y) TzeAMA éb 9 


e) u csak (x : y)-tól függ, azaz u — u (x : y), ha 


f f(x -yy-díx - 3), 
e 


EGYETT ZET aA S szátöll ss da 


Z) u csak sp től függ, azaz pzp[í] ha 
set sss az e — FZi yy 00. 
x:PpP(xy 4-y:a(xy) 5. 4 —1z KER u 3) : 
7) E csak (x? 3- y)-től függ, azaz u — u (x ty) ha 
1 2 
2(y-p(xy)— xi sie 2. üz ő 
E0t f 767497) dx 4 y?) 
u(öty)zee i 
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0) u csak a tetszőleges a (x, y) függvény függvénye, ha 


0g  9p 
öx  9y . — f[fodda, 
GSGMEGEEKEZÜ T éa flo(xy)]; ekkor u [o6,y)]5- e 


p(x, y) öy — g(íx,y) öz 


e 1 op 99 op 4 — 99 e 
Uy u(x,y) EITg? ha öz ay és ge Ax (Ez esetben w — 


s p(x,y) ti: g(x,y) az (x,y) sík D tartományában a z — x 4-iy komplex vál- 
tozónak reguláris függvénye.) 


x) u (x,y) — m(x) 1 ha 


9y 3 —P (s) fi.) — 9 (x,.3) fa (2). 
Ekkor SES az age ölsz feltétel így alakul: 
dn 
g xy) sékel 0 n(y) — p(x, y) —— 2 


m(x) — m(x) n(y) (p(x, y) fi(y) — ax, f(Y)h- 
Ebből MA adódik: 


1 dm jössz 
g (x, y) míg) dx t fel) — pia, y) in(5j 7, és HW) a 

s ez kielégül, ha 
1 
5 ZT fala) — 0, 
1 
5 Tt fi(y) — 

Eszerint 
m(x) e. e § Jax) ax 


, 
n(y) gi e! fi(y) dy 
Hai , 
vagyis 
— ! f(x) d — 1 fd 
u (x,y) — e [ Ax tisső f 70) ő. 


Megjegyzés. 1. Ha a nem egzakt 


p (x, y) dx 3§- g x,y) dy —0 


differenciálegyenletnek ismeretes két, folytonos elsőrendű parciális deriválttal rendel- 
kező integráló tényezője: u (x, y) és 12 (x, y), melyekre fennáll, hogy 
az S ezi 
öx 9y] 
0 
dá Ba 75. 
0x öy I 
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akkor 
Ha (xy) 
Me(xY) 


a differenciálegyenlet általános megoldása. 


2. Ha a differenciálegyenletnek egy integráló tényezőjét ismerjük, akkor számta- 
lan sok integráló tényezőt is felírhatunk. Tegyük fel ugyanis, hogy u integráló tényezője 
a hem egzakt . 

pdx 4 gdy. 50 


differenciálegyenletnek. (Rövidség kedvéért nem írtuk ki p, g és u4 argumentumait.) 
Ekkor kell lennie egy olyan U (x, y) függvénynek, melyre fennáll; 


91 81 
9x — B: 3y — h ge 


Mármost 
u — mm : p(U) 


is integráló tényező, ahol p argumentumának tetszés szerinti differenciálható függ- 
vénye. Hiszen 


. ua (pdx-t gdy) —dU 
teljes differenciát, továbbá 


ua p(U) (p dx 4 a dy) — u (p dx -t- a dy) — p(U) dU 
is teljes differenciál, mégpedig az 
F(U) — J o(U) dU 


függvénynek teljes differenciálja. 
3. Ha a síkbeli 


víry—pGyit gye 
vektor-vektor függvény (vektortér, vektormező) nem potenciálos, azaz a 
p(eyydx-kg(xy)dy 


kifejezés nem teljes dítfeséneiai, akkor bizonyos feltételek mellett mindig létezik egy 
olyan u (x, y) függvény, hogy 


u (x,y) p (x, y) dx - E (x,y) 9 Gy) dy 
teljes differenciál legyen, azaz a 
w(r) — u (x, y) vl(r) — u. (x.y) p (x,y) i H- ex, 9) ax 9) i 
vektor-vektor függvénynek legyen potenciálja. 
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Példák 


t. Oldjuk meg a 
(4 x2 3-10xy3 —3y9 dx 1-(15xv2? —12xy? 3. 5y9)dy —0 
differenciálegyenletet. 


Ha 
p(x,y) —m4xc" 3 10xy?—3yi 
és 
g(x,yy —I5$y—12xy 3 5yt, 
akkor 
és 
; és — 30xy? — 12 88, 
P(lxyi Mivel tehát 
9p 99 
dy Ox" 


"gy 


r) 
j ezért az adott differenciálegyenlet egzakt. 

31. ábra Határozzuk meg a megoldást vonalintegrállal. Mivel 
p (x,y) és ag (x, y) az egész (x, y) síkban mindenütt értelmezett, 
ezért az integrálás útját bárhogyan választhatjuk. 

a) Válasszuk kiindulópontnak az origót P, (0, 0) és ha- 
ladjunk először a x tengely mentén a P), (x, 0) pontig, majd 
az y tengellyel párhuzamosan a P (x,y) pontig (31. ábra). 
A választott vonal mentén integrálva, nyerjük a következőt: 


$z. ábra F(x, y) — [res 0) dx tf dr y) dy — 
- [edd Aug — 12xy 3 5y9)dy — xt 3 5xy — 3xyi Hy, 


Tehát a differenciálegyenlet általános megoldása 
xi 3- 5 xy? — 3xy! thy — CC. 
b) Ha az integrálás útja P)... P,... P lett volna, ahol P,, P, és P koordi- 
nátái: (0, 0), (0, y) és (x, y) (32. ábra), akkor a számítás így alakult volna: 
y 


F (x,y) — Í g (0, y) dy -- [9 (x, y) dx — 
9 


0 
y 


— [dytdy HF [4 2 10xy? — 399) dx — vő xt 35 xy? — 3x ya. 
JEE 


0 
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A végeredmény természetesen ugyanaz : 
x 5 y — 3xyt ty — CC 
c) A feladatot így is megoldhatjuk: 
F(xy) — f Pley) dx PG) — [ (42 1 10xy? — 3y9 dx 4.9) az 


sz x! 3 5 xt y? — 3xy! 3- Fly). 
Mivel pedig 


57 JÁ JÓ 


kell, hogy legyen, azért 


lő x2 yt — I2xy? - 7 — 15 xy? — 12xy3 4-5 yt, 
ahonnan I 
dp 
2 s 5yt, 
dy y 
és ebből viszont 
W(y) — y. 


Tehát . 
FGy —xt35xXy—3xyt-h 


d) Teljesen hasonlóan így is eljárhatunk: 
F (x,y) — as) dy -t D(x) —fa5 xy — 12xy 3 59) dy 4 B(x) sz 


— 5 x2y3 — 3x yt ky 73- D(x). 
Mivel pedig 


F 
öx PGA 


kell, hogy legyen, azért 


l0xy? — 3y4-p SZ — 428 10xyt — 3 yt, 


ahonnan 
d$ 
dett 
és ebből viszont 
D(x) — xi, 


Tehát 
Fíi(x,yy—5x2y — 3xy! 3 yő 3 a. 
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2. Határozzuk meg az 
(2 H2xy—y)dxt t2—2xy—y)dyz0 
differenciálegyenletnek azt a partikuláris megoldását, mely az xx— 0, p—-——2 
kezdeti feltételt kielégíti. 
Mivel 
op 


— sz 2x —2y — — 
9y új y 


a differenciálegyenlet egzakt. 

A feladatot vonalintegrállal a következőképpen oldhat- 
juk meg: 

Az integrálás útja (33. ábra) a P, P, és P, P egyenesekből 
álljon, ahol P, (0, — 2), P, (x, — 2) 18 P (x, 1. Így a keresett 
megoldás: 

39. ábra ú 


[do-Aát [169450 


2 


azaz 
[d8c4so gát [8259 — y)dy — 0. 
—2 


Az integrálást elvégezve: 


[8-27-e] 485 y— xy? — 51.79 


vagy a határokat behelyettesítve: 


5—-24—áráagy —ayt eb 2 etre 


§ 00 
: 
hál 


vagy 


el 00 
hl 


5 egg 
3 t9y—xy — 


illetve I 1 I 
xx h 3xy— 3xyt —y — 8. 


Ez az adott differenciálegyenletnek az adott kezdeti feltételt kielégítő partikuláris meg- 
oldása. 


3. Oldjuk meg az 


2 2 
A I az 2 9- 

iz Fy jz xgy ú 
differenciálegyenletet. 
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Itt 
p OZ) 29 
9y  9y ES (xy 
és 
99 . 2xy 
öö leg] GF 
vagyis 
SB éd 
dy  Bx" 


Tehát, ha feltesszük, hogy x -- y -£ 0, vagyis az y 5 — x, vagy y € — x fél- 
síkra szorítkozunk, akkor az adott egzakt differenciálegyenletre teljesül az integrálható- 


sági feltétel. 
Így 
y yi 
F (x,y) — dx WV — — 3xWY 
ky- [ezette —— zt TV 
Mivel pedig fenn kell állania a 
9F G ) 
9y — g xy 
egyenlőségnek, azaz i 
szlsedlaz HB day Egs Gazdi 
(x -- y)? dy  (x-kyv" 
azért 
d ii Xt2gy by Sz. 
dy (x by) " 
Innen pedig 
4(y) — y; 
végül 
F (x, y) sz. y sz 29 


—xkty xHy" 


azaz a differenciálegyenlet általános megoldása: 


4. Oldjuk meg az 

vydx— xdy—0 

differenciálegyenletet. i 
A differenciálegyenlet nem egzakt, mivel 


126. L. 5. §. EGZAKT DIFFERENCIÁLEG YENLETEK. INTEGRALÓ TÉNYEZŐ 


azaz 


Keressünk egy u (x, y) integráló tényezőt. Ha u (x, y) integráló tényező, akkor 
fenn kell állania a következő összefüggésnek : 


a) Ha u. csak x-től függ, vagyis u — 1 (x), akkor 


szasz -- pA IZ / 


És innen 


azaz 


1 
hu (x) een xö . 
Ezzel az adott differenciálegyenletet megszorozva, nyerjük az 
y l 
sé . SEztjé s — (0 
1 dx 8 dy 
egzakt differenciálegyenletet. Ennek az általános megoldása: 
y 
sző sző s 
x j ! 


vagy 
y Gazi C X. 


b) Találhatunk azonban egy csak y-tól függő u — u. (y) integráló tényezőt is. 
Feltételezve ugyanis azt, hogy u. — u. (y), nyerjük az 
du? 
— h2u 7-0 
differenciálegyenletet. Innen pedig 


l 
62) — 


Ezzel az adott differenciálegyenletet megszorozva, nyerjük az 


Xx 


dy —0 
yi y 


1 
- dx — 
y 
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egzakt differenciálegyenletet. Ennek az általános megoldása: 

x 

izes 


vagy 
9 44— 6 


c) Találhatunk egy, csak az x: y szorzattól függő integráló tényezőt is: u — 
sz uz(x " y). Ugyanis 


csak az x : y szorzattól függ. Tehát 


1 
a Í — d (xy) 1] 
jzazri xy sm. 
Hz (x,y) e xy 
Az adott differenciálegyenletet ezzel megszorozva, nyerjük a 
Eat eső 
x y 


egzakt differenciálegyenletet, melynek az általános megoldásas 


injxj—in]jy] —1n1 Cs! ; 
vagy 


vagy 
y5Cx. 


ja 0. 1 jr , e e hál ) 
Megjegyezzük, hogy a uz — 5 integráló tényezővel az adott differenciálegyen- 
letet megszorozva, nemcsak egzakt differenciálegyenletet kaptunk, hanem egyben egy 
szétválasztott változójú differenciálegyenletet. 


Megjegyzés. Két-két integráló tényező hányadosa ugyancsak a differenciál- 
egyenlet általános megoldását szolgáltatja : 


Ba y? 
ma 
Ma XX 
mat 
Es 
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Az is könnyen belátható, hogy számtalan sok integráló tényező írható fel a 


1. (y 
s Ft 
formula alapján, ahol F az argumentumának tetszés szerinti differenciálható függvénye. 


5. Oldjuk meg az 


(x — 2y) dx 4 (2x 3 y)dy —0 
differenciálegyenletet. 


Itt 
p (x,y) — x — 2y, 
g (x,y) — 2x 3-3, 


és mindkettő homogén elsőfokú. 
Mivel 


x:p(x,Y)-tHy:g(x.y) — Ph yt 0, 
ezért 


HGy) — ű 
kez 
egy integráló tényező. 
Ha ezzel az adott. differenciálegyenletet megszorozzuk, nyerjük az. 
x — 2y 3 2x ky 
rgy salsa nó ú 
egzakt differenciálegyenletet. Ugyanis 


ö(up) 2yt—2xy—2x 


dy —0 


8y  (éhyy 
és 
0(ug)  2y"—2xy—2x 
öz ER? 
azaz 
9(up) 949) 
dy " Ox " 


A differenciálegyenlet megoldása: 
F(x HE agyi b 4- B(y) — 2 sz kes B Ö(y) — 
HI 
Gas essem X . 
In [52 3 y? — 2 Arc tg 5 -h B(y). 


OF [d 
öy 96) így -— 0 
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Tehát az adott differenciálegyenlet általános megoldása: 
in Vx2Fyő — 2 Arc g sző, 


6. Oldjuk meg az 
(5 x2 -k 2xy -- 3y9) dx 3 (x2 xy? 4 2y)dy 0 


differenciálegyenletet. 
Itt 
p(x,yy— 5x2 3 2xy b 3y 
és 
gy) — 33 3xy th 6y 
Mivel 
09. 9p 


p—ag 5x232xyi3y—3x2—3xy —6Y ii 
6y" — 4x 2 


2 tn — e — 


227 3xy—3xy—3y xi 


ezért van egy csak (x -4 y)-tól függő integráló tényező. 
Lesz 


2 
[ezi et9-2nt 49) 


és így 
u(xhFy ehet" sz (x yó. 


Ha ezzel az adott differenciálegyenletet megszorozzuk, nyerjük az 
GxtFI2ÉyFVAY 3 3ÉyY H2xy? F 6xyt -k 3 yő) dx 4 
-t (3 xt 3 6 y 3 3 8 y? 3 3 xy? 3- 12 xy? 4 15 xy! 3 6y9) dy —0 


egzakt differenciálegyenletet, 
Ennek a megoldása; 


F(x,y) — 


x 


— [524 dx [őepögyt3ey kör 19 xy VBxyt 4 89) dy 
0 


— ótöiíythtigy hey b ét 3 yt 3- 3xyő thy sz 
— (e ty)lét3éy th 3xyt thy) — e? by) kb se 
Tehát az adott differenciálegyenlet általános megoldása: 


(x? 3- y?) (x.1-y)" — CC. 


9 Közönséges differenciálegyenletek — 44 231/VII. 
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7. Potenciálos örvény ekvipotenciális vonalainak meghatározása. Legyen a poten- 
ciálos örvényt előidéző síkáramlás sebességvektora: 


. x j 
KÖME. Jiggil. E segge (x 5 0, y — 0). 


Az örvény magja egy az (x, y) síkot az origóban merőlegesen átdöfő egyenes, a forgás 
értelme az óramutató járásával megegyezik és c, egy pozitív állandó: 2 1 c, — 1 — 
— cirkuláció. Határozzuk meg az áramlást jellemző ekvipotenciális vonalakat, 

Az áramlás potenciálos, mert a sebességkomponensekből alkotott 


v, dx 4- v, dy 
kifejezés teljes differenciál. Fennáll ugyanis az, hogy 


9v, x? — y 9 


gy GERE T ök 


Ez a feltétele annak, hogy legyen egy olyan F (x, y) függvény — a sebességi 
potenciál —, melyből a sebességkomponensek parciális deriválással származtathatók: 


9F 
öz azo yi! 
0F f5z x 
gp BETEG y 
Az ekvipotenciális vonalak egyenlete: 


F (x,y) eza C; 
vagyis a 
v,. dx Htv dy—0, 
azaz a mi példánkban a 
jj 3 o 
Co 5 ye dx — C, X 4. 2 dy -—0 
egzakt differenciálegyenlet általános megoldása. 
Ezt a differenciálegyenletet így oldjuk meg: 


I y 
Fix) — [ vedx 4 é(y) — o] sa 4. ye det BV) z 


To dx 
y x 
— C€g h ——-- a t D(y) —cgarctg 4 B(y). 
x y 
(6 
4 y 
Mivel fenn kell állnia a 
9F x 1 d$ 


zzz e 4. Hztbs 
egye og ee gye 
SK5l 


PÉLDÁK 131 


egyenletnek, ezért 


d$d 
-— sz 0, 
dy 
tehát pl. 
D(y) sz 0. 


Így a differenciálegyenlet általános megoldása, vagyis az ekvipotenciális vonalak egyen- 
lete; 


x 


vagy 
y—-Cx (34. ábra). 


Megjegyzés. A feladat megoldása 
közben nem vettük figyelembe azt, hogy az 
adott vektortér az origóban nincs értelmezve. 
Így, haaz egész (x,y) síkot tekintjük, abból az 
origót ki kell rekesztenünk, de akkor az (x, y) sík 
— az origó kirekesztésével — már nem egyszere- 
sen összefüggő. Éppen ezért a feladat kidolgozá- 
sánál alkalnazott meggondolásaink és reredmé- 
nyeink nem vonatkozhatnak az egész (x, y) síkra. 
hanem csak annak valamely egyszeresen össze- 
függő részére, pl. az x 5 0 félsíkra. 


Egyébként az eredményül kapott 


1) 
hd 


-2 


x hc 
F(x, y) — co arc tg ,, mi 
4, ábra 
potenciál függvény nem egyértékű. 
Ennek az a következménye, hogy a vektortérnek az (x, y) sík P(x. y1) és P(x, Yo) 
pontjait összekötő L görbe menti integráljára csak akkor áll a következő összefüggés : 


PA(X.. Yet 
Ívdr— ]J (vwedx-4-v,dy) — F(xgy) — Fix y), 
u PB (X..Y0 


ha az L görbe nem veszi körül az origót, azaz teljes egészében a sík egyszeresen össze- 
függő részében (pl. az x 5 0 félsíkon) halad. i 

Egyébként, ha az L" görbe egy az origót egyszer körülzáró zárt görbe, melyen 
a körüljárás az óramutató járásával egyező, akkor a vektortérnek az ezen zárt görbe 
mentén vett integrálja nem zérus, hanem 


Övdr—2nce-T. 


i Ha pedig az L" zárt görbe egy az origót n-szer körülvevő görbe, melyen a körül- 
járás az óramutató járásával egyező, akkor 


Övdr-2ance—nTr. 
EF 
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Ezért az adott vektortér 
: Xx. 
F (x,y) — c arc tg 
potenciálját ciklikus potenciálnak nevezzük. 


8. —— Két párhuzamos, ellenkező előjelű elektromos töltéssel ellátott ,, végtelen hosszú" 
vonal elektrosztatikai erőtere : 


s 2. EX 4 X ][; 
t7fne Vlszes ESZA] 
9 - SES KG 


ÉT TREK ETET JB 


(Ha y — 0, akkor x 5 0, x -£ a.) 

Itt az (x, y) síkot úgy választottuk meg, hogy a két párhuzamos vonalra merőle- 
ges legyen. A -t- 0 töltésű vonal a (0, 0) pontban és a — O töltésű vonal az (a, 0) pont- 
ban döfi az (x, y) síkot; eg a levegő dielektromos, állandója. 

Határozzuk meg az ekvipotenciális vonalak egyenletét. 

Az adott erőtér potenciálos, mert a vektortér komponenseiből alkotott 


E, dx 1- E, dy 
kifejezés teljes differenciál. Fennáll ugyanis az, hogy 
SES ss zez 2 1 SS 20 TB 
9y 2mej[[a— 92ky té Ged]  9x 


i Ez a feltétele annak, hogy legyen egy olyan U (x, y) függvény — az elektrosztati- 
kai potenciál —, melyből az erőtér komponensei parciális deriválással származ- 
tathatók: 


E sz ez 9 I a—x 5 dj ző 
x Ox 2xeglla—92áy? " x273- yi? 
Biza azza sőjn záte s 
y gy  2ne,(a—gag AR y[7 
Az ekvipotenciális vonalak egyenlete: 
U (x,y) —C 
vagyis az 
E, dx t E, dy — 0, 
azaz a mi példánkban a 
S te at 
"88 szgpatamre] ét 
zt A s zzd dy —0 


E azgryt xy?) 


egzakt differenciálegyenlet általános megoldása. 


. PÉLDÁK 133 


A differenciálegyenlet általános megoldása, mivel 


— 2 hee tz 
TREES ag! 
ezért eszelt b A 

o Ín V(a — 2)? -- 9? nr] C, 
2 €g Vx2 2 y 


vagy másképpen írva: 
(6— XX TY ja 
Xgry 
Ezt rendezve: 
x2(k2— 1) y2(k2? — 1) — 2ax — a. 


Ez pedig az x tengelyen fekvő középponttal bíró körök egyenlete (35. ábra). 
Ugyanis megfelelő átrendezéssel ez az egyenlet így is írható; 


a 2 
rt g—i] Vg 
9. A teljes differenciál és az integráló tényező egyik fontos alkalmazása a termo- 
dinamikában, a főtételek megfogalmazásánál található meg. Legyen egy tartályban súly- 
egységnyi homogén gáz 
, 5 bezárva. A gáz állapo- 
E3e tát három mennyiség 
(állapotjelző) határozza 
meg: a gázzal töltött v 
dá térfogat, a gáz pnyomása 
. és az abszolút hőmérsék- 
letskálán mért T hőmér- 
séklete. Ez a három álla- 
potjelző egymással olyan 
összefüggésben van, hogy 
kettő — ismeretében a 
harmadik  wmeghatároz- 
, ha ható. Közelítőleg a kö- 
(rez) ey TE áásákágg összefüggés ált 
enn (Clapeyron-egyen- 
let): 

pv — RT, 
35. ábra ahol R az adott gáz- 
mennyiségre — jellemző 


állandó (nem az 1 mol gázra vonatkozó, univerzális gázállandó). Ez az egyenlet csak 
közelítőleg érvényes, kis p nyomásoknál és megfelelően nagy v térfogatoknál, Ezt az ál- 


08 
kot63 
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lapotegyenletet is, határesetként, magában foglalja a van der Waals-féle állapot- 
egyenlet: 


ps] (wv—b RT, 


ahol a és b a gázra jellemző állandók. 

A továbbiakban a Clapeyron-egyenlet érvényességét fogjuk feltételezni. 

A hőmennyiségeket — mechanikai egyenértéküknek megfelelő egységekben 
kifejezve — 0-val fogjuk jelölni. dO ennek a differenciálja. 

Képzeljük el azt, hogy a v térfogat megváltoztatása nélkül bizonyos hőmennyisé- 
get közlünk a gázzal. Ekkor a gáz hőmérséklete meg fog változni. Ha c, jelenti a gáznak 
állandó térfogaton vett fajhőjét, akkor a hőmérsékletváltozás és a közölt hőmennyiség 
között a következő az összefüggés : 


dO — c, dr. 


A c, természetesen a v térfogatnak és a T hőmérsékletnek a függvénye (s így természete- 
sen végeredményben a három állapotjelző függvénye). 

Képzeljük most el azt, hogy a tartály olyan deformációra képes, hogy a gázzal 
töltött térfogat dv-vel megváltozhat. Ekkor a gáz p : dv nagyságú munkát végez, és 
ennek megfelelően csökken a belső energiája. Ennek a veszteségnek a következménye 
az lesz, hogy a hőmérséklet dT-vel csökken, és ez egy meghatározott d0 hőmennyiség- 
gel helyettesíthető. Ebből következik az, hogy ha állandó hőmérséklet mellett dO 
hőmennyiséget közlünk a gázzal, a gáz térfogata dv-vel megváltozik: 


d0 — Il dv, 


ahol / a három állapotjelző közül kettőnek a függvénye. 

A fentiek alapján a gázzal közölt dO hőmennyiség egy részéről, dO,-ről feltehet- 
jük azt, hogy az az állandó v térfogat mellett a gáz hőmérsékletének megváltozását 
idézi elő, a többi pedig (dO., — dO — dO),) a gáz állandó hőmérséklet melletti térfogat- 
változását idézi elő. Ekkor fennáll, hogy 


dO, — c, dT, 
ahol c,-t az állapotjelzők kezdeti értéket határozzák meg, és 
dO. kazi l dv, 


ahol ! értékét a kezdeti v érték és a dT-vel megnövelt kezdeti 7 érték határozza meg. 
Ha azonban d0O) és így dT is , elegendő kicsik", akkor feltehetjük azt, hogy 7 értékét is 
a kezdeti v és T értékek határozzák meg. 


Összefoglalva, azt mondhatjuk, hogy ha a gázzal d0 hőmennyiséget közlünk, 
akkor a gáz állapota megváltozik úgy, hogy fennáll 
dO — c, dT 73- I dv. (1) 
ahol c, és / értékét a v és T kezdeti értékei határozk meg. 


(Megjegyezzük, hogy csupán egyszerűsítés miatt tételeztük fel azt, hogy dO, 
és dO., pozitívok.) i 

Ennek az összefüggésnek természetesen más alakot adhatunk akkor, ha vés T 
helyett másképpen választjuk meg — a három állapotjelzők közül — a két független 
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paramétert. Így, ha 7 és p a független változók, akkor mivel 


9v 9v 


; 9v 9v 
dO — GPtaz ate dp, 
vagy ha rövidség kedvéért azt írjuk, hogy 


9v 
et lzp 7 ep 


és 
9v 
l ön ? Ay 
akkor 
d0O—-c dr --L dp. (2) 
Itt c, jelenti az állandó nyomáshoz tartozó fajhőjét a gáznak. 
Ha pedig p és v a választott független paraméterek, akkor mivel 
9T oT 
lesz 
dO — Pdp 3- V dv, (3) 
ahol mindjárt, rövidítésként bevezettük a 
I 9T 
c op zi P 
és 
9T 9T 
c p 39v s fi -k C 3v — V 
jelöléseket. 


A fenti bevezetés után p-t és v-t választva független paramétereknek, a termo- 
dinamika I. főtételét a következőképpen fogalmazhatjuk (Carathéodory,) : 
A 
dU — dO — p dv — P dp 3- (V — p) dv 


kifejezés teljes differenciál, vagyis fennáll, hogy 


Így tehát ennek a teljes differenciálnak az integrálásával egy, csak az integrál 
felső határától függő, egyértelmű U állapotfüggvényt lehet meghatározni, ez a gáz 
energiája. 

. Ha egy derékszögű koordináta-rendszerben pl. v az abszcisszatengely és p az 
ordinátatengely, akkor a v és p értékek által jellemzett gázállapotot a (v, p) ponttal 
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ábrázolhatjuk. Egy rögzített (a, b) pontból kiinduló és ugyanoda visszaérkező G zárt 
görbét kiválasztva, az egy, ún. körfolyamatot fog ábrázolni (36. ábra). Ezt a zárt görbét 


integrálási útnak választva, a termodinamika I. főtételének 
fenti megfogaimazása alapján, fennáll: 


[d0-f(49—pdy —[99—[pdv—0. 
G G G G 


Az itt szereplő 


f 40. 


G 


integrál adja az egész körfolyamat alatt a gázzal közölt hő- 
mennyiséget; az 


26. ábra 


fpdv 
G 


integrál [a (v, p) síkon, a G zárt görbe által bezárt területnek a mérőszáma] pedig az 
egész körfolyamat alatt a gáz által végzett munkát adja. Tehát a termodinamika I. 
főtétele alapján: 
Egy körfolyamat alatt a gáz által végzett munka egyenlő a közölt hőmennyiséggel. 
Ha a dO-ra felírt (1) egyenletre alkalmazzuk az imént mondottakat, akkor azt 
kapjuk, hogy 


ta s— te 


Ennek az összefüggésnek a II. főtétel megfogalmazásánál lesz jelentősége, mert itt 
most T és v lesznek a független paraméterek. 


A II. főtételt így fogalmazhatjuk (Carathéodory): 


A 
dO — c, dT -k Idv 


. . . . .; 1 . [4 s e. 
kifejezés nem teljes differenciál, de T integráló tényezője. 
Tehát a 


15 BAT J dv 


teljes differenciál integrálásával egy másik állapotfüggvényt lehet meghatározni: § a 
gáz entrópiája. 


Az integrálhatóság feltétele a következőképpen írható: 
OC, Al l 


—  — ——]—..]t—H 
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vagy az I. főtétel alapján még átalakítva: 
op 4 
TT T" 
A fenti összefüggések igen egyszerű alakot öltenek, ha az állapotjelzők értékkészlete 
csak olyan intervallumba esik, amelynél a Clapeyron-egyenlet érvényes. Ekkor ugyanis: 


T Il op R Tt ARREBB 
Se Egri gé ARA EST SRI 
fa) 
v  R-., L — kösáp SÉRTSE, 2) it .RIT m— — v., 
9p 


Az állandó térfogathoz tartozó c, fajhő, melyről eddig feltettük, kogy v és T 
függvénye, és melyre azt találtuk, hogy 


de, 0 Op 

öv ÖT ÖT? 
mivel / — p, ezért csak T függvénye. 

Továbbá 
B. 
Cs ége 1. C, Tt 487 
azaz 
c,— ce FR. 


Összefoglalva tehát, ha érvényes a Clapeyron-egyenlet, akkor c, csak 7 értékétől 
függ, és a dO-ra talált (1 — 3) egyenletek a következő alakot öltik: 


d0O-c dr 1- p dv. (1a) 
dO — (c, 4 R) dT — v dp. (2a 
VC P (cv--R) , I 

d0 — R dp -t RT dv (5a) 


Az energia és az entrópia differenciálja ez ésetben: 


dU — €, dT, illetve d§ — 7 dT Tt KE , 


azaz 
U — J c, dT -k állandó, 
illetve 
szÍ7 - dT t Rlnv 7- állandó, 
Az ezekben az integrálokban szereplő c, és T állandóknak tekinthetők, és így 
U — c T 7- állandó, 
és 


S sze inT 4 Rln v -- állandó, 
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melatatok 
a) Gyakorló fel- 1 a) Egzakt differenciálegyenletek 
adatok EG ELALSSÉT EE e ii 
1. 2 3- 4y ey 3 (3 34 4xeV)y — 0. 
2. cos x — e7" sin y -k (e7" cosy) y" — 0. 
3. 3x2 — 6xy -- (By? — 3x9)y — 0. 
4. 8 ; tb cosxsiny b zt sinxcosyjy — 0. 
Végy Va? 
5. se tőztfgeatőjatűjén sa a sejt sgáá Éz 
6. 2xy — 2y — 1 -- (x? — 2x —2y)y —0. 
7. cos (x -t y) — sin (x — y) 3- [cos (x -- y) -- sin (x — y]y — 0. 
XX yy E. 
8. srgtejrj 0. 
9. (2x — 2y) dx -- (2y — 2x) dy — 0. 
10. (ax by dx 7 (b x 3 cy) dy — 0. Itt a, b és c megadott állandók. 
11. (3 x? -k y?) dx 3- 2y (x — 2a) dy — 0. Itt a — állandó. 
12. (3 x? — a y) dx -- (3y? — a x) dy — 0. Itt a — állandó. 
13. (x (x2 4 y9) — at x] dx -t [y (xé 1- y?) 3- ay] dy — 0. Itt a — állandó. 
14. xy" dx -- (2y? 3 3by? 3 b v — a? y 7 xy — a? b) dy — 0. Itt a és b meg- 
adott állandók. 
15 (1 -t- y2) y dx -- (1 tx)xdy 
i (1 -k x2-k vD)V : 
2 2y (x — 1) 
16. ln (y? 3- 1) dx -- 7IT dy — 0. 
17. (3 x? 3 4xy) dx -- (2 x? 3-3 y9) dy — 0. 
18. [3a x? -4 2 (a 3- 2h) xy 3 (b -- 2h) y? ] dx 1- [(a -- 2h) x? 3- 2 (b -4- 2h) xy - 
-4 3b y"] dy — 0. Itt a, b és h megadott állandók. 
19. (4 xy — I2x yt 3 527 TF 3x) y -- 6 xy? — 8xy? 3- 10xy -- 3y — 0. 
20. ll t2xln.y —0. 
21. (cos x — x cos y) dy — kádá ő 2- y sin x) dx — 0. 
9 X -k a x ask aj § 
22. v:b dx — ő vb] dy — 0. Itt a és b megadott állandók, 


(ll — y?) dx -k (1 — x?) dy 


(! 2 xy)? sztisét 
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24. ey dx 3- (xey — 2y) dy — 0. 

25. (x? 4 y?) dx -- 2xy dy — 0. 

26. x (x — 2y) dy — y(y — 2x) dx.— 0. 

27. (3 x? 3- 2xy — y?) dx 7 (x? — 2xy — 3y9)dy — 0, 

28. (y cos" x — sin x) dy — y cos x(y sin x 3- 1) dx — 0. 

29. ex (y? 3 xy" t1dx-t3y(xe — 6)dy — 0. 

30. . ESSSSŐS JEE JEBOS KÖ E Sz VESE SÉYÉK SES STT JJNESÉNAs 


31. 2-4 D?dx4 (yt 3 V-ET) dy — 6. 
32. (4 x? -t- y2) Vx2 3- y? dx 4 3xy [22 -- y? dy — 0. 


4y" —x 
33 ESSZÉ E öl kás d ENEK SE zar CSS FIZdi d zzz 
y 7 y? dá 
y dx — xdy (2 x? -- y?) dx 3- xy dy 
34. ÉEGEEETK - dx. 3 /. le eszzgyezzadálett "ulésászánsezzz zzák ő 
x? y 3 x -k xy? 0 
B) Integráló tényező ( Euler-féle multiplikátor) 
1 y(i1 xy dx—xdy —0. 
2 y (2x 3- y?) dx — x(2x—y)dy —0. 3. x dy — y dx — (x? — y9 dx. 
4 ydx—(xtHydy-—0. 5. — xdy— (x" 3 y)dx—0. 
6. x dy t- y dx — y dx. 7. — y:dx- x:dy — 2xydy — 0. 
8 y (3x — 2y) dx 3- x (x — 2y) dy — 0. 
9 (2xy -- y?) dx -- (2 x? -- 3xy) dy — 0. 
1 
10. (x -t- y) dy Tt (x — y) dx — 0. 11. dy — ésa JB dx. 
l 
12. dy — JG Ae A dx, 13. ydx 4 (ye — 1l)dy —0. 


14. ey (y dx — dy) — ex (x dy — dx). 

15. (2 y? — 5a x3) dx t 3xy" dy — 0. Itt a — állandó. 

16. (3xy -- 2 y?) dx 7- (3xy -k 2 x?) dy — 0. 

17. (x? — 2xy — 3y?) dx — (y? — 2xy — 3 x?) dy — 0. 

18. . y(G232y)dx 4 x(Wy? 2 x2) dy — 0. 

19. (4 x" 4 3 y?) dx 1 xy dy — 0. 20. (1—xy) dx 3- (xy — x?) dy — 0. 
21. (xy? 3-2 xy? — y2) dx b (yt 2 xy — 2 x2) dy — 0. 

22. (x -t y) dx -4- dy — 0. 23. (x -- yH) dx t 8xy" dy — 0. 
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24. xy dx fH (xy —l1l)dy — 0. 25. (1 — xy) dx -- (I — x9) dy — 0. 
26. y" dx 3- (xy 4-1) dy — 0. 27. dx 3- [1 4 (x4y)tgy)])dy — 0. 
28. — (8 — 2y3 — 3xy) dx 4 3x(y2 2 x) dy — 0. 

29, (x2 — y2 34 D dx t($—y— 1) dy —0. 

30. (2 x2 3- xy -- a?) y dx - (x t- 2y) (x? -- a) dy — 0. Itt a — állandó. 

31. (3 xő y8 — y9) dx -t (5 xő y" -- x) dy — 0. 

32.  404Ddx4(xyitytyithdy—0. 

33. (7 28 3- 3 xy -- 4y) dx 1- (4 x 3 x 13 5y) dy — 0. 


3 
34. I2xyh égy Fzjár 4624) dy — 0. 
35. (x — y?) dx 4- 2xy dy — 0. 


b) Fizikai feladatok 1. —. Legyen egy párhuzamos síkáramlás sebességvektora: 


v—cocosai 1 c sina í, 


ahol c, — állandó a sebesség abszolút értéke, c. — állandó pedig a sebességvektor és 
az x tengely pozitív szára közti szög. Határozzuk meg az ekvipotenciális vonalak 
egyenletét. 


2: Egy az origóban elhelyezett forrás (nyelő) által előidézett síkáramlás sebesség- 
vektora: 


x ; y d 
szog zrjtogzyat 


Ha 0 jelenti a.forrás (0 — 0) vagy nyelő (0 — 0) erősségét, akkor az itt szereplő 
c, — állandó jelentése: 
9 


Ca — — B 
9 2 
Határozzuk meg az ekvipotenciális vonalak egyenletét, 


3. —— Két, egymással sz szöget bezáró fal közötti áramlás sebességvektora: 


v — Ccoxi — Cgyj. 


Itt c, — állandó, és legyen x 50, y 50. Határozzuk meg az ekvipotenciális vonalak 
egyenletét.. 
4. Helyezzünk el egy x tengellyel párhuzamos, c, — állandó sebességű párhuzainos 
síkáramlásba egy 0 — állandó bőségű forrást. Az eredő síkáramlás sebességvektora: 
e 9? x sex, A - BR 
szjetszéry tarját 


Határozzuk meg az ekvipotenciális vonalak egyenletét. 
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5. Legyen egy az origóban elhelyezett és az x tengely pozitív irányába mutató 
dipólus momentuma M. Az ezáltal létesített síkáramlás sebességvektora: 


Hi y2 ke 2xy i 
vetsz ezet 


Határozzuk meg az ekvipotenciális vonalak egyenletét, 


6. Helyezzünk az origóba egy az x tengely pozitív irányába mutató, M momen- 
tumú dipólust, az x tengely pozitív irányában haladó c, sebességű párhuzamos áram- 
lásba. (Ideális folyadéknak , végtelen hosszú" körhenger körüli párhuzamos áramlása.) 
Az eredő síkáramlás sebességvektora: 


3 JEE et ns E za 
v — [09 -k M seg M ety Je 


Határozzuk meg az ekvipotenciális vonalak egyenletét. 


Az előző feladatban szereplő síkáramlásra szuperponáljun még egy I erősségű 
potenciálos örvényt. (Ideális folyadéknak , végtelen hosszú" körhenger körüli cirkulá- 
ciós áramlása.) Az eredő síkáramlás sebességvektora: 


y? — 2xy x 
v— [c -k M ; rt Mag töz ej 


(x2 4- y 


szá 


Határozzuk meg az ekvipotenciális vonalak egyenletét. 


Óó. §. Általános megoldási módszerek az ismeretlen tüggvény deriváltjára 
nézve explicit alakban megadott differenciálegyenleteknél 


2) Iránymező. Izo- Tekintsük az 
klínák , 
y — T (Xx, y) 


differenciálegyenletet, ahol f (x, y) az (x, y) sík egy bizonyos D tartományában értel- 

mezett függvény. Ez a differenciálegyenlet a tartomány minden egyes pontjához meg- 

adja annak az iránytényezőnek az értékét, mellyel a differenciálegyenlet megoldása 

által meghatározott görbe érintője abban a pontban rendelkezik. Ha a D tartomány 

minden egyes P (x, y) pontjában az f (x, y) érték által meghatározott érintő irányát egy 

egyenesszakasszal, ún. vonalelemmel (Lie) ábrázoljuk, akkor egy iránymezőt nyerünk 
Az 


y — f (x,y) 


differenciálegyenlet geometriai képe, a fenti értelmezés szerinti iránymező gyakorlati- 
lag kevéssé szemléletes. Bizonyos rendet vihetünk ebbe a képbe akkor, ha azokat a 
görbéket vizsgáljuk, amelyeken 


v" — f (x,y) — állandó. 


Ezeket a görbéket — az azonos irányú vonalelemeket hordozó görbéket — izoklínák- 
nak nevezzük, 
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Az egyes izoklínákhoz tartozó vonalelemek közös irányát gyakorlatilag könnyen 
megszerkeszthetjük, ha pl. az 


f(x.) —C 

görbének és az f(x, C x) — C egyenletből adódó x — x(C) összefüggéssel meghatározott 
x — x(C) 
y 7 C : x(C) 


paraméteres egyenletrendszerű görbének metszéspontját az origóval összekötjük. Ez az 
egyenes a C-hez tartozó vonalelemekkel párhuzamos. 
Az 


y 5 t (x,y) s C 


izoklínák serege a differenciálegyenlet vonalelemeit elvileg áttekinthető rendbe foglalja. 
Az izoklínák segítségével az 
v -f(x,y) 


differenciálegyenlet közelítő megoldását grafikusan úgy származtathatjuk, hogy az 
, eléggé sűrűn" felrajzolt izoklínák seregén — szintén , eléggé sűrűn" — kijelöljük az 
ott érvényes vonalelemeket, s ebbe az iránymezőbe olyan görbéket rajzolunk, amelyek 
a megfelelő vonalelemeket minden pontjukban érintik. Minden egyes ilyen görbe a 
differenciálegyenlet egy integrálgörbéjének közelítő görbéje. 

Megjegyezzük azt, hogy a fenti módszer gyakorlatilag alig használatos," mert a 
közelítés pontossága általában igen kevéssé kielégítő, s általában egyáltalán nincs arány- 
ban az izoklínák felrajzolásának nehézségeivel. Viszont a fenti szerkesztés igen sok eset- 
ben elvileg lényegesen hozzájárulhat a differenciálegyenlet megoldásával kapcsolatos 
geometriai viszonyok tisztázásához. 

A differenciálegyenlet integrálgörbéinek áttekintésére lényeges, hogy azok maxi- 
mum-, illetve minimumpontjait, illetve inflexiós pontjait is ismerjük. A maximum, 
Illetve minimum szükséges feltétele, hogy 


y —f(x.y) 7-0 
legyen. Ha még az 
(x,y) —0 


görbe ellenkező előjelű iránytangensű vonalelemeket hordozó izoklínákat választ e 
egymástól, akkor ez az I 
f(x, y -—0 


egyenletű izoklína valóban az integrálgörbék maximum-, illetve minimumpontjainak 
"geometriai helye. 
Az inflexiós pontok geometriai helyének meghatározásához képeznünk kell az 


y" — Tf. HFÍs"y sz f, tf, tGy) 


második deriváltat. Az 
y" sze o 


:" A ditferenciálegyenletek egyéb. gyakorlatilag használatos, grafikus megoldási módszereit lásd a 
sorozat további köteteiben. 
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görbe az integrálgörbék inflexiós pontjainak geometriai helye akkor, ha e görbe két olda- 
lán y" előjele ellenkező (vagy y"" -£ 0). 


Az alábbiakban, néhány egyszerű típusú differenciálegyenlet izoklínáit mutat- 
uk be: 

a) y" — f(x). Itt f(x) egy, az a Z x € b intervallumban értelmezett függvény. 
Aza ax ab, — co Ty a os tartomány minden pontjához tartozik egy vonalelem. 
Minden olyan ponthoz, amelynek abszcisszája ugyanaz, ugyanakkora iránytangensű. 
vonalelem tartozik. Tehát az izoklínák az y tengellyel párhuzamos egyenesek: f(x) — C, 
azaz x — k. 

8) y"  — g(y). Itt g(y) egy ac y- Cd intervallumban értelmezett függvény. 
A — 09 ax 00, c ay ad tartomány minden pontjához tartozik egy vonalelem. 
Minden olyan ponthoz, melynek ordinátája ugyanaz, ugyanakkora irárytangensű 
vonalelem tartozik. Tehát az izoklínák az x tengellyel párhuzamos egyenesek: g(y) — C,. 
azaz y — k. 

y] y —f(ax by 7- 9. Itta 0,b -£0 ésf egyyazr Caxi4by-ccs 


a tött A 99 , 
b iránytangensű, párhuzamos. 


egyenesek: f(ax34-by d o-C, azaz y-—Éx-k. 


Öö) y — f A . Itt x5£0 és f egy, azra 68 a s intervallumban értelmezett 


intervallumban értelmezett függvény. Az izoklínák  — 


függvény. Az izoklínák origóból kiinduló félsugarak: 


fe —C, azaz y—kx. 


e) y" Hg (xy a híx) — 0. Itt g(x) és h(x) az a Z x a b intervallumban értel- 
mezett függvények. 


Ha 
(Xg) z 0, 
akkor az x — xg egyenes minden pontjához az 
y — — h(x) 


iránytangens tartozik, tehát ez az y tengellyel párhuzamos egyenes egy izoklína. 
Legyen a továbbiakban x, olyan, hogy g(xo) 5£ 0. Ekkor az (x9, yo) ponthoz — az 
adott inhomogén lineáris differenciálegyenlet által — hozzárendelt vonalelem az 
1 — Ya — — (§ — Xxo) [dCxo) Yo TF A(x)) 


egyenes egy darabja. Ennek az egyenesnek a futópontja a (f, n) pont. Az ugyanakkora 
abszcisszájú, de különböző ordinátájú (xg, s) ponthoz tartozó vonalelem az 


ME KEzé ő San öz (§ — Xxo) [2(xo) yi thx] 
egyenes egy darabja. E két egyenes metszéspontjának koordinátái: 


j 1 ZAR h(xo) 
g(x)" "Izz g(xo) j 
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azaz csak az x, abszcisszától függnek. Ebből következik, hogy ha az x — xy egyeneshez 
hozzátartozó vonalelemeket meghosszabbítjuk valamelyik irányban, akkor olyan egye- 
neseket nyerünk, melyek egy pontban metszik egymást. Az y tengellyel párhuzamos. 
egyenesek egyes pontjaihoz hozzátartozó vonalelemek meghosszabbításával nyert egye- 
nesek metszéspontjainak geometriai helye a 


1 
ész 


XT e 
— MW) 
go 


paraméteres egyenletrendszerrel meghatározott görbe. (Itt x a paraméter, § és 9) pedig 
e görbe pontjainak koordinátái.) 

Ha az adott lineáris differenciálegyenlethez tartozó fenti görbét (az ún. izopunktál 
görbét) megrajzoljuk és az egyes pontjaihoz a hozzátartozó x paraméter értékét odaírjuk, 
akkor ezzel a differenciálegyenlethez tartozó iránymezőt könnyen áttekinthető módon 
rendezetté tesszük. 


(g(x) A 0) 


b) Sorozatos köze- Legyen az ; 
lítés (szukcesszív y —f(G,y) 

approximáció, . kök t kel sa 

Picard—Lindelöf) differenciálegyenlet jobb oldalán álló f (x, y) függvény az. 


ix—x casco, y—yj cbSso 
tartományban folytonos és korlátos, azaz 
Gy ZA 
(ahol A egy pozitív állandó), továbbá ugyanott tegyen eleget az 
IF Cyd —ÍG Gy) EM y.— yi! 
(ahol M egy pozitív állandó) Lipschitz-feltételnek, akkor az 


x 


yi(x) — yo -k ], f(x, yo) dx, 


x 


yo(x) — ya [/(x, yi(x)) dx, 


Xo 


va(x) — 99 [ ft, vol) dx, 


Xo 


9. ... 9.9. AAA AE AOAOAEYBBES s 6]. 


yn(x) — Yo £ B [7 Yn-i1 (x)) dx, 


hl 4, lk AK AL AK VK E VK EL EK KK E E AK EK EE EK EK E E E 
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függvénysorozat n — co esetén — legalább az 
IJx— xy] £ Minla 5. 
0 s , A 


intervallumban — az adott differenciálegyenletnek, az ya — y(xo) adott kezdeti fel- 
tételt kielégítő, y — y(x) megoldásához konvergál. 
Az n-edik közelítésre fennáll, hogy 
A 2 M"]x—x) 
In) — yt) ] E — TGKGNLEG 7ITÜEEE 
ú M : 2, k ! 


Ez az eljárás numerikus, közelítő számolásra is alkalmas. Ez esetben a jobboldali 
integrálok kiszámítására numerikus, közelítő módszert kell alkalmaznunk. (Ezekről 
bővebbet lásd a sorozat további köteteiben !) 


c) Közelítő meg- Ha az 
oldás hatványsor j 
alakjában y —f6,y) 
differenciálegyenlet jobb oldalán álló függvény az 


IXx— xy. Cas oo, 19 —yl CbEoc 


tartományban folytonos és korlátos, azaz ! f (x, y) : S A, és az 
(x,y) — 2 aj (x — xi (y — yo) 
1.) 


alakban hatványsorba fejthető, akkor az adott differenciálegyenletnek az y, — y(xo) 
kezdeti feltételt kielégítő, y — y(x) megoldása az x — xg hely környezetében az 


y(x) — yo Fk Zé x — Xg" 
kel 
hatványsor alakjában előállítható. Ez a hatványsor legalább az 


.Xx— Xg 2 Min [a, z 


ssitervallumban konvergens. A c, együtthatókat a 


2 kex (x — xg)! — 2 exe ) 2 C (x — jet 
egyenletben a megfelelő együtthatók összehasonlításával határozhatjuk meg. 
Példák 
1. — Határozzuk meg az izoklínák segítségével az 


y 71-74 xy 
differenciálegyenlet közelítő megoldását. 
10 Közönséges differenciál egyenletek — 44 231/VIH. 
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Az, izoklínák görbeseregének egyenlete: 


C—-—1-- xy, 
azaz 
C-—1l 


) dai peggnik 


Ezek egyenlő szárú hiperbolák, melyeknek közös aszimptotái a koordináta- 
tengelyek, i 

A koordináta-tengelyek egyes pontjaihoz tartozó vonalelemek irányát a következő 
meggondolással határozhatjuk meg: 


Az y tengelyen x — 0, y pedig tetszőleges. Ekkor a differenciálegyenlet szerint 
y za C am I. 


Ha most a két változó szerepét felcseréljük : x az ismeretlen függvény és y a függet- 
len változó, akkor a differenciálegyenletet 


dx 1 
dy 1-4 xy 


alakban írhatjuk. Ekkor az x tengelyen: y — 0 és x tetszőleges. De akkor a differenciál- 
egyenlet szerint 


azaz itt is 


. Tehát az izoklínák görbeseregéhez hozzátartozik a két koordináta-tengely, 
mégpedig mindkettő tg  — Il iránytangensű vonalelemeket hordoz. 


A vízszintes vonalelemek izoklínája (tg  — C — 0) az 
1 


y— —— 


egyenletű hiperbola. Ez a görbe egyben az (x, y) síkot három résztartományra osztja. 
Ezek közül a középsőben az integrálgörbék érintő iránytangense pozitív, vagyis az 
integrálgörbék ebben a tartományban — növekvő x-ekkel együtt — emelkednek; 
a másik két résztartományban viszont az integrálgörbék érintő iránytangense negatív, 
tehát az integrálgörbék e két tartományban, növekvő x-ekkel együtt süllyednek. 
Hogy az egyes izoklínákhoz tartozó vonalelemek irányát meghatározhassuk; 

küszöböljük ki a C paramétert az 

y—-Cx 

C—-1tCxeg 
egyenletekből, Így az adódik, hogy 
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illetve 
lat BESE 


Ennek a görbének az egyes izoklínákkal való metszéspontjait az origőval összekötve 
megkapjuk a metszéspontokhoz tartozó vonalelemek irányát (37;- ábra). Ennek a 
görbének azonban csak az az ága lesz érvé- 
nyes, melynél valós C iránytangens értékek- 
hez valós x értékek tartoznak. Mivel pedig 


ha C € 0, akkor xx. — I, 
illetve 
haCzszl, akkor OSxteI, 
ezért ez a görbe a 
07€ZCa1 


iránytangensű vonalelemeket nem határozza 
meg. 

Éppen ezért célszerűbb, ha a vonalele- 
mek irányát pl. az 


27. dbra 


izoklínákkal és a 


irányháromszöggel határozzuk meg. 
E két egyenletből C-t kiküszöbölve, 
ádódik az 


jen 


1—x 


egyenletű görbe. Ez az a görbe, 
amelynek az izoklínákkal való met- 
széspontjait, ha az y tengelyre vetít- 
jük és e pontokat a (—1, 0) ponttal 
összekötjük, megkapjuk a metszés- 
pontokhoz tartozó vonalelemek irá- 
nyát (38. ábra). 

Figyelemmel arra, hogy a meg- 
oldandó differenciálegyenlet lineáris, 
38. ábra az iránymezőt az a) e) pontban 


állandó 


mapot 
e 


y — — h(0) — 1. 
x 


Bármely 


— ]. 


h(x) 
Tehát az x — 0 egyenes egyes pontjaihoz tartozó vonalelemek iránytangense 
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mondottak alapján is megszerkeszthetjük. Az ottani jelöléseknek megfelelően, a mi 


esetünkben 
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: 4 págsús :84 B 8. 
8 8 $§S5.5II ORSZ 5 o 
á RG VG a s hPga 2 áá 
N "a zllai ős T00kj a 3 Aa § bg 
a g d 8.8. gú 4.Sga I 4 6 88 A 
ge ANNE a 5 F3.SÚÜG Bogzá ALT B lk 
Bevitel ZT ÉBE A SÍNRSN E; d mg TB a 
Osa I Il 8 göó9og j oO. .kt KB E I] it 
Bel 26 65-i AH Ő gs dos ES ax k 8 
n § Il Ag 6 930 I 58.98 g, sg ggg I] o 
9.6] úg. OR d u 3 pina ete ZŐEGERE ed 
En.§ S ÉGES a NWA eaz t ( llszdíítáai s V 
tojácz állta bh. ot 9 SAGÓES: 8 j sz 
s 0 sz zt söt ét EE arrog call cg Éz 
0 9 Zed -RS OT ESPÉ a Il.m a 
0 ő A on 8 AD bhag A SARVÁSZÉS zt: BB A 85 
N HÓ a" V v c az c8 
5 8 8 38RRÓN ERS8EZ 3 S g 
hu 
műza-zestezi af — mel See erez üz ENEK TAKE TETT ZS T S vész ámázáröázzeszatkti 
N (A 
ee ezre Ez EE SETS Se YT / ee eszes en ntn Tett Szsütszjtgi ejeeéezeszezeaze 
. NN ő . 
N ; t 
se ESTE ; Z am őő DEZE ES IEEE i 
SZZEZTET És A HELD -ezlzlíza 3 eleste telt kér VAS ZSZ 
az éggel ltás fába Ua vágáea ss est eje ege 3 SORS 7 ar j regsz 87 
sixth ae gyet TT ZSOSZ ANNK NZÉE SERONT TT 
£-5-f--t-- Xb hi KE 4-§p-ts iz § 4 a; Si tea Sán té 
. Ma, VT FSS; mesz eke árja af sza Aaa Bsz sása sás Mán SITSItT 
agg [fett ESZE KE TV SZÉ ü Ke TEST SES 
ÉRy 2. SEB t 88 
FESS 
szé 7 -t e GAZ SET Sep ágiköerezze ae ív éve ASOSTTSTSETSETSSÜSSszs , 
j N ed 
HL 58 KN TESB 
mm Z Sz ..- ZÖEJTETSSKEESZZtt7vaz— mezzzzegej OTET a 
a, AV H 
a 3 
massza ÖELsegt ELTE zéetsser ee át e CS Roegeszepezistsszesszs 


y" 50, ha x € 0. 


40. ábra 
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JT. nszó ge ; e seg 
Tehát az y — — 7 hiperbolának pozitív x-ekhez tartozó ága az integrálgörbék 
maximumpontjainak geometriai helye, a másik ága pedig a minimumpontok geometria: 
helye. 
Az inflexiós pontok geometriai helyét az y"" — 0 egyenletből kapjuk: 


x 
7 13" 


E görbe valóban az inflexiós. pontok geometriai helye, mert e görbe pontjaiban 


99? 2 
"1Fx4eé úg 


Ezzel a differenciálegyenlet integrálgörbéit közelítőleg megrajzolhatjuk (40. ábra). 
2 Határozzuk meg az 
y7-yx 
differenciálegyenletnek az y(0) — 1 kezdeti feltételt kielégítő partikuláris megoldását 
sorozatos közelítéssel. 


x2 
yi(x) — 1 Fk fr dr— 1 -- 3? 
o 


2 
mocir[rfle-iő dB sg 


x xő XT xi xő 
ktg teak sitztagtar grg? 


v9—1-f 5 
0 


9... AA AAN AEALAVBVANB/]—. 


x xi x Xn 
LÜRÜKGÜ ET LETT EN MEEÉ TET NOT la 


xz 1(xD2 1/(x2B 1 (xy 
zta ege) ezi lő) tsa ő 


8 a 1 ix ső 
y(x) — lim y,(x) — — ar] E] KAY 


n — 090 


tehát 


3. Határozzuk meg az 


JT 
differenciálegyenlet általános megoldását hatványsor alakjában. 
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Feltételezzük, hogy a megoldás az 
y—-a §haxitaxiha ődtax ih... 


hatványsor, mely az ! x / £ 2 intervallumban egyenletesen összetartó, s így 


y — a, t2a.xi§4 3a. xx -t4a, xi... 
Helyettesítsük ezeket be a differenciálegyenletbe: 
xta ta xtaxdta öt... , 


a, tt 2a.xt3dsx? 4 4a,x3 Th... s 


vagy másképpen : 
a, t2a,x§3-3a95x? bt 4a,x b... 
Ez pedig x-ben identikusan csak akkor állhat fenn, ha x megfelelő hatványainak 
együtthatói mindkét oldalról megegyeznek, azaz 


za, 34-(a,. 4tDhxdta dt a t.i... 


di — do 
2a, — a, tl, 
3 43 — d? 

4 a, — dz, 


5 ds — 44 ses 
Ebből következik, hogy 


day — da 
a) tl 
u salt Ea 
a, tl 
85— T79.3? 
ns do tl 
sé EGERET a 
a, tl 
5 T.82.3-4 5? 
Tehát 
a, Tt a, t1 a, t1 tf 1 
y- jldsátük útat (aie gk eg egyes et 


— (a DÍ14x4 ő b rTtza 


—(a-t1)e—x—l. 
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Vagy ha még 
da -k l — C, 
végeredményben 
y—-Ce—x—l. 


4. Határozzuk meg az előző feladatban szereplő 
y-xty 


differenciálegyenlet általános megoldását Taylor-sor. alakjában. 
Feltesszük azt, hogy ha x — 0, akkor y(0) — ay. Ekkor az adott differenciál- 
egyenlet szerint 


y (0) — az. 
Képezzük az ismeretlen függvény magasabb rendű deriváltjaits 
SAE a zni 4 
y -y, 
JESSZE 
y6 — ya, 


Behelyettesítve az x — 0, y(0) — y"(0) — a, értékeket: 
y" "(0 —ajitl, 
y (0) —ap4- 1, 
yo 0) —a it], 
yo(0) — ai 1, 


..... 6€6060.6....... 


Mivel y — y(x) Taylor-sora 


0 y "(0 y "(0 (4) (0 
919 — YE ZRz a Ep aZ Ra kese 
ezért a mi esetünkben: 
mezt dsüsüst nat. eget epat ap... 


— (ab D[14-x3-5i énje ő ti ertene] SzSz EG 
zz (ay ll) e — x-l, 
Végeredményben 
y—Ce—x—l1, 
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Feladatok 


a) Az iránymező és Határozzuk meg az alábbi differenciálegyenletek közelítő 
az izoklínák meg- megoldását az iránymező (izoklínák) megrajzolása alapján: 


rajzolása 
1  xi4yy —0. 2. xy —y3-VéjIy 5-0. 
3. y — x-t y, 4. y —x-dty 
5. y- s — 1. 6. y —x? — yi. 
7. y 0c137-y, 8. y —(x 4 y)2. 
9. xy —yax 73l. 10. xy -t2y —3x. 


b) Közelítő meg- Oldjuk meg az alábbi differenciálegyenleteket sorozatos 
oldás sorozatos 


közelítéssel közelítéssel, illetve hatványsor alakjában, az adott kezdeti 
illetve hatvány- feltételek mellett: 


sor alakjában 1. jegyet irmoci 
2 y — VI — 3; y(0) — 0. (Csak Taylor-sor alakjában keressük a megoldást.) 
3 y-t y;yi0-l. 
4. y  — x 4 sin y; y(1) — 0. (Csak Taylor-sor alakjában keressük a megoldást.) 
5.  y-1-gyt;y(0)-—0. 


1. §. Szinguláris pontok 
Ha azy" — f (x, y) alakú differenciálegyenlet jobb oldalán álló f(x, y) függvény az 
Ix—x] Cas oo, i(y—y ] CÖSo . 
tartományban folytonos és korlátos, azaz 
fix, Pp SA (ahol A egy pozitív állandó), 
továbbá ugyanott eleget tesz az 
T(x. 92) — IGY) IE M1y.—yil (ahol M egy pozitív állandó) 


Lipschitz-feltételnek, akkor az adott differenciálegyenletnek egyetlen egy olyan 
y — y(x) megoldása létezik, mely az 


x—xI2£Eh 


b § j 
intervallumban (ahol h az a és A számok kisebbike) értelmezett és folytonos és 


x — xg-ra az yo értéket veszi fel. (Megoldás egzisztenciája és unicitása. L. még a 
Bevezetés b) pontját és a 6. § b) pontját.) 

Az alábbiakban azt az esetet vizsgáljuk, amikor az említett feltételek közül nem 
teljesül f (x, y)-ra a korlátosság. Feltesszük tehát azt, hogy az f (x,y) függvény az 
(xo: Yo) pont környezetében nem korlátos. Két eset lehetséges: 
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y)] — dl b ha (x,y) — (XxXo yo). Ekkor ———— a ) z 1) —; 0. Ha most az adott 
jittsséke fesgestétei 
dx d 
dy  f(x,y) 


alakban írjuk (x az ismeretlen függvény és y a független változó), feltéve, hogy erre 
a differenciálegyenletre az egzisztencia és unicitás feltétele teljesül, akkor van egy olyan 


x — x(ly) 
, , dx j ; Két sagák ség 
megoldás, melyre x — Xx9, y — yo esetén Ül — 0, eszerint az integrálgörbének az 
(xo, Yo) pontban az y tengellyel párhuzamos érintője van.. 


2. f (x,y) azonkívül, hogy nem korlátos az (xg, yo) pont környezetében, nincs 
egyértelmű -- co határértéke, ha (x,y) — (xo; Yo); hanem a határátmenettől függő 
határértékhez tart. Ilyenkor f(x, y)-nak szinguláris pontja van az (xo; yo) pontban. 


Ha pl. f(x,y) — o ? 


azaz 


be P(x, y) 
O(x,y) " 


és van olyan (xo, Vo) pont, ahol P és O egyaránt 0, azaz P (xg; Yo) — 0, 0 (xp.V.) — 0 
és ha még 


P, (Xos Yo) P, (Xor Vo) 
0. (xo yo) 0; (Xo: Vo) 
akkor (xo; yo) szinguláris pont. Az általánosság megszorítása nélkül feltehetjük, hogy 
xa — 0, yg — 
Tegyük fel még azt, hogy a P (x, y) és 0 (x, y) függvények x és y szerint akár- 
hányszor differenciálhatók és helyettesítsük e függvényeket x és y szerint haladó 
hatványsoruk elsőfokú tagjaival: 


P(x, y) "s P; (0,0) x 4 P,(0,0)y, 
O(x, y) Az 07 (0,0)x 4 0/(0,0) y. 


Ha most a A-ra nézve másodfokú 


0/(0,0) — A P(OO [9 
07(0,0) P/(0,0) — A] 


egyenlet mindkét gyökének valós része nem 0, akkor a szinguláris pont jellegének meg- 
állapítása szempontjából az előbb említett közelítés megfelelő. 

(Ha ez a A-ra tett feltétel nem teljesül, akkor a P (x, y) és O (x, y) hatványsorának 
elsőfokú tagjai nem határozzák meg a szinguláris pont jellegét, s így kiegészítő vizsgálat 
szükséges. Ezzel azonban itt nem foglalkozunk, csak megemlítjük, hogy ha A valós 
része 0, akkor a szinguláris pont centrum vagy fókusz. L. később ay) és ő) pontban.) 


- 0, 
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Éppen ezért a szinguláris pont jellegére vonatkozó különböző esetek áttekinté- 

sére elégséges az I 
,  axtb 
— cx-idy 


[ahol 3 


0 
18 
homogén fokszámú) differenciálegyenletet vizsgálni, az origó környezet ében. 
Állandó együtthatójú 
ézaxh8y [ahol [7 
n—-yxtöy Íy 


lineáris transzformációval átalakítjuk a differenciálegyenletet a lehető legegyszerűbb 
alakúra (1. az 1. kidolgozott példát): 


dn y(cxtdy)-Fölax-tby A(lyxhöy Am 
dé — a(cx4-dy 48B(axi by ulaxiBy nél 


és u. ugyanannak a másodfokú egyenletnek a gyökeis: 
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c — A a szaj; 
l d b — A 
A következő esetek lehetségesek: 


a) ha 7 Az mindkettő valós, és egyező előjelűek: A, 54; s 0. A transzfor- 
mációk után differenciálegyenletünk: — 


dn 4. 
dé A €" 
vagy 
81121 €6 
(7 A. É ú 
ahonnan i 
Aa 
n— c. lel (C -£ 0). 


Az integrálgörbék átmennek a § — 7 — 0 kezdőponton, val amennyien érintik 


a £-tengelyt. 7) — 0 és € — 0 is megoldások. A § — n — 0 szinguláris pont ún. csomó- 
pont (1. az I. példát). 


; ? A j 
RB) A: AA o mindkettő valós és különböző előjelűek : a — —kGC0A 
j 4 
dm). [/ 
— k 4 
dő 6 
differenciálegyenlet általános megoldása: 
n—ciél" (C -£ 0) 


Ezek az integrálgörbék nem mennek át a szinguláris ponton. Van azonban nes két meg- 
oldás: § — 0 és 7 — 0. A £ — m — 0 szinguláris pont ún. nyeregpont (Il. a 2. példát). 
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y) Az és Az konjugált komplexek: 


4.— pt gi, 
1 P g Í (p tm 0). 
4o—p— gi 
Célszerű még egy lineáris transzformációt alkalmazni: 
és udiv, 
ny—u-—iv. 
Ezzel a 
dr) 1 A.7 
§ Aa 


differenciálegyenletből lesz: 


du—idv (p--gi(u—iv) 
du-ttidv (p—gik(ud- iv? 


vagy 
(pv — gu) du — (pu -t gv) dv. 


Ez még így is írható: . 
udutvdv —— vdu— udv 
megra S PogTe ő? 
ahonnan 


In Ve? -- v?" tg aretgs— InICI; 


vagy ha az (u, v) síkban polárkoordinátákat vezetünk be: 


p 
mg 


r—Ce " (C 5 0). 


Az integrálgörbék tehát logaritmikus spirálisok, melyeknek az origó aszimptotikus 

pontja; mindegyik görbe közeledik a kezdőponthoz anélkül, hogy az érintő eközben 

határhelyzethez közeledne. A szinguláris pont ún. fókusz (örvénypont). (L. a 3. példát.) 
ő) A A, és A; gyökök tiszta képzetes számok: 


A, szgi, 
4.——gi 
Az előző transzformációval kapjuk (p — 0) az 
udu 4 vdv—0 
differenciálegyenletet, melynek általános megoldása: 
u? 4 v? — C. 


Az integrálgörbék tehát zárt görbék, melyek a szinguláris pontot körülfogják; 
a szinguláris ponton egyetlen egy integrálgörbe sem halad keresztül. A szinguláris 
pont ún. centrum (középpont). (L. a 4. példát.) 
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BIJ Aa ez — A valós gyök. Ekkor a 
le — 
c — A a Sz 
d b — A 


egyenlet diszkriminánsa : 
(b — 09 4ad—-0 


9 


és 
b 4 c 
A sz 5 
Az a és B számokat meghatározó egyenletrendszer a következő lesz: 
— eseté a taB§—- 0, 


da B — 0. 


Tegyük fel, hogy ebben az egyenletrendszerben a és 8 együtthatói nem mind 
0-val egyenlők. Ekkor a két egyenlet nem független, és pl. 


az a, 
b — c 
B s 9 , 
Alkalmazzuk a 
— ax se 9 y ?, I 
1 s 
transzformációt. Ekkor lesz 
ÉT e, SA 
dé ag " 
vagy 
dr) — 7) 1 
dé 7 g Vas 


Ennek az általános megoldása: 
1 
n-séliléltCé. 


Ezenkívül még £ — 0 is megoldás. Ezúttal az összes integrálgörbék áthaladnak 
az origón és érintőjük vertikális. A szinguláris pont ismét csomópont, 
Ha az előző feltevésünktől eltérően, a 


b — c 
2 


ata$-0 


dar 8-0 
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egyenletrendszerben az összes együtthatók 0-val egyenlők, azaz a — d — 0,b—c-Aa, 
akkor az eredeti differenciálegyenlet 


pddábbbb ő 

dx  X 
alakú, melynek általános megoldása: 

ht éb e 


Az origó ismét csomópont (ún. dikritikus csomópont). Mindegyik integrálgörbe 
átmegy a kezdőponton. 


Példák 


1. Vizsgáljuk az 
12x 3- 4ly 


— 34x §I2Zy 


[/ 


differenciálegyenletet. Határozzuk meg a szinguláris pont jellegét. 
A differenciálegyenlet jobb oldalán álló függvény számlálója és nevezője a 
koordináta-rendszer kezdőpontjában 0, tehát ez a pont szinguláris pont. 
Az állandó együtthatójú 
€ —axi1By [ahol Ai 
n—-yxtröy Y 
lineáris transzformációval átalakítjuk a differenciálegyenletet a lehető legegyszerűbb 
alakúra. 
Az alkalmazandó transzformáció szerint: 
dé — a dx -- B dy, dn — ydx --ő dy. 
A differenciálegyenletet így is írhatjuk: 
gy dk 
12x-44ly 34xi1I2y? 


B 2) 


ahonnan 
dy —k(12x--4ly,), 


dx — k (34 x -- 12 y). 
(Itt k arányossági tényező.) 
Ezekkel a differenciálegyenlet igy alakul: 


dn — yC64x-i12y 4ö(12x-7- 419) 
dé  a(84x412y 48(OI2x4 419) 


Azt akarjuk elérni, hogy a számláló A, Ty és a nevező pedig A; £ alakúvá váljék, 
vagyis hogy fennálljon a 


y 84x 4 129) —ö(12x 4 419) —A. 79 —4A(yx-töy) 
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és 
a. (34x 3 12y) 8(12x341y —4,€£— A (axt By. 
azonosság. 
Ezekből a transzformáció — egyelőre ismeretlen — állandóira kapjuk a 
(34 —4)v3125—0 
12 v -- (41 —4)ö— 0, 
illetve 


(34 — A J)a1128—0 
12a-4(41—4)8—0 


egyenletrendszereket. Csupa zérustól különböző megoldás csak akkor van, ha 2, 
illetve A; a 
34—A 12 [fg 


12 41 —a[ 


másodfokú egyenlet gyöket. 
Ha ezt kifejtjük, kapjuk, hogy 


AZ — 75A 3 1250 — 0, 
ahonnan 
4,— 50 és A, — 25. 


A, és Az értékét behelyettesítve az egyenletrendszerek egy-egy, pl. első egyenleteibe: 
—16yt12ő —0, 
9a 4 128 — 0. 


Ezekből például 
az 4, B z— —3, 


y:3, Öö — 4. 
Vagyis, ha alkalmazzuk a 
§ — 4x — 8y, 
7 — 3x 2 4y 7 


lineáris transzformációt, akkor a differenciálegyenlet a következő alakú lesz: 


dj 90, 

d§ ő 
Ennek az általános megoldása: 

n-Ce (C 7 0). 
Ezenkívül még 7 — 0 és f —0 is megoldások. 
Tehát az eredeti differenciálegyenlet általános megoldása: 


3x 4 4y — C(4x — 3yy (C -£ 0). 
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Ezenkívül még két megoldás van: y — sa és y — — 4 x . Az általános meg- 


oldás által meghatározott integrálgörbék másodfokú parabolák. 
A transzformációnál szereplő A, és Az értékek valósak és megegyező előjelűek, 
tehát — amint az a transzformációval nyert differenciálegyenlet 


n-c8§ 


általános megoldásából látszik — a koordináta-rendszer kezdőpontja csomópont: az 
összes integrálgörbék átmennek e ponton. 


Az integrálgörbéket könnyen megrajzolhatjuk, ha fisyelenibe vesszük, hogy a 
§ — 4x—3y 
977 3x-t4y 


lineáris transzformáció csupán a koordinátarendszernek a kezdőpont körüli elforgatását 
jelenti. Ha ugyanis i-vel jelöljük az x ten- 
gely pozitív irányába mutató egységvektort 
és j-yel az y tengely pozitív irányába mu- 
tartó egységvektort, és hasonlóan i" jelenti 
a £ tengely, j" pedig az 7) tengely egység- 
vektorát, akkor fennáll, hogy 


lt 4 ; 3 . 
SE 5 5 ) I 
s Ben dl a, 
1 — 5 ij 5 ] ; 
és eszerint 
i" j" jee 0, 
vagyis i" merőleges j"-re, továbbá mivel az 41. ábra 


i és j által bezárt szög koszinusza (—1)- 
szerese a j" és i által bezárt szög koszinuszának, ezért valóban — tükrözés nélküli — 
forgatásról van szó (41. ábra). 


2. —— Vizsgáljuk az 
. 24x— Ty 
. 7x-24y 


differenciálegyenletet. Határozzuk meg a szinguláris pont jellegét. 
Az előző, kidolgozott példához hasonlóan: 
§—-axi By 
nzyxtöy 
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lineáris transzformációt alkalmazzunk. Az itt szereplő együtthatókra csupa 0-tól 
különböző megoldást csak akkor kaphatunk, ha A kielégíti a 


— 24 ! 
7 —A 0 
24 —7 —A 
egyenletet, azaz 
A? — 625 — 0. 


Innen A, — —25 és A; — 25. Ezekkel egyrészt 


32 a. 3- 248 — 0, 
azaz például 
a 73, 


B — —4, 
másrészt 
—18v-7- 240 — 0, 
azaz például 


y7 4, 
Öö — 3. 
Ha tehát alkalmazzuk a 
§ — 3x — 4y, 
7) — 4x 1-3y 
lineáris transzformációt, akkor differenciálegyenletünk a következő alakú lesz: 
ETT szász] 
dé zi 
Ennek az általános megoldása: 
l 


és ezenkívül 9 — 0 és § — 0 is megoldások. j 
Ennek megfelelően az eredeti differenciálegyenlet általános megoldása: 


C 
Sza ÜL eés söze En sú 
vagy másképpen írva: 
12x2—7xy—12yy—C (C 5£ 0), 
4 ; 
Ezenkívül még y — — ax és y — 4. x is megoldások. Az általános megoldás 


által meghatározott integrálgörbék egyenlő szárú hiperbolák, melyeknek aszimptotái 


4 3 ; ; 
a y—-— s x és y — g X egyenesek, A koordináta-rendszer kezdőpontja nyeregpont, 
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amint az a transzformációnál szereplő A, és A; értékekből is látszik: mindkettő valós, 


és ellenkező előjelűek. 


Az integrálgörbéket könnyen megrajzolhatjuk, ha figyelembe vesszük, hogy a 
§ — 3x — 4y 
77 4x -- 3y 


lineáris transzformáció csupán a koordináta-rendszernek a kezdőpont körüli elforgatá- 
sát jelenti. Ha i és j az (x, y) koordináta-rendszer tengelyeinek egységvektorai és i", j" a 
(É, n) koordináta-rendszer tengelyeinek egységvektorai, akkor 


./ 


észa 


j— 


3. 4. 
aA SIEN 
(7. —0,12—j?—1.) 
4. 3. 
TÉN ő 


Megjegyzés. Az adott differenciálegyenletet így is írhatjuk; 
(24x — 7y) dx 3- (— 7x — 24y) dy — 0, 


Ha itt 
P (x,y) s — Ty Tt 24x, 
0 (x,y) — — 7x — 24y, 
akkor I 
9P 0090. 
9y Ox " 


Tehát az adott differenciálegyenlet egzakt. Az általános megoldás így számítható: 


x y 
f 24x dx — [x 24y) dy — €C, 
0 [1 . 


azaz 


12 x2 — 7xy — 12y? — C, 


vagy 


(3x — 4y) (4x — 3y) —C. 


Ha C — 0, akkor vagy 


vagy 


Ezek origón átmenő, egymásra merőleges egyenesek. 
Ha C -£ 0, akkor egyelőre csak annyi látszik, hogy a 


12 x? — 7xy — 12y2?—C 


egyenlet másodrendű görbéket határoz meg. 
11 Közönséges differenciál egyenletek — 44 231/VII. 
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A koordinátá-rendszer alkalmas elforgatásával hozzuk -ezt 
an x 3 any" sz C 


kanonikus alakra, (Elforgatáskor az egyenlet állandó, szabad tagja, C nem változik.) 
Az elforgatás mértékét és az elforgatott koordináta-rendszerben szereplő a, az, együtt- 
hatókat a i 


karakterisztikus egyenlet segítségével határozhatjuk meg. 
A determináns kifejtésével adódik: 


po, 
azaz 
25 
mM - 79? 
. 25 
He—-— — 9" 


Az elforgatott koordináta-rendszer egységvektorainak iránykoszínuszai, ezekkel a 
kiszámított u és u, Sajátértékekkel, a következők lesznek: a 


25 7 


112 — 582 — 5 ty 70 
és 
. 25 7 I 
22 -K 5 tax 5 €gy — 0 
egyenletekből 
7 €1x tegye 7:—1 
és 
vétő Box "Egy 71 :7, 
enat 
— 4 . § 
-—-— 1 — —--— 
1 750 150" 


Ha a koordináta-rendszert úgy forgatjuk el a kezdőpont körül, hogy az xt és y" 


tengelyek egységvektorai e, és ez legyenek, akkor az integrálgörbék transzformált egyen- 
lete a következő lesz: I 


25 ss 
k2 s vál z €, 


25 
7 x 
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vagy 
xt2 pt —K, 


Ez az egyenlet pedig egyenlő szárú hiperbolákat határoz meg, melyeknek közös 
féltengelyei az xt és yt koordináta-tengelyek (42. ábra). 

A két különböző megoldási 
módszer azonos eredményre vezetett. 
Még érdemes megfigyelnünk, hogy 
a (§, n) koordináta-rendszer tenge- 
Íyei az (xt, yt) koordinátarendszer 
szögfelező  egyenesei, megfelelően 
annak, hogy a 

énzc 
hiperbolák egyenlete, a koordináta- 
rendszernek a kezdőpont körüli 


p í szöggel való elforgatásával 


xx — yt — K 


alakra transzformálódik. Ennek iga- 
zolására elég azt kimutatni, hogy 


pl. az e) és i" vektorok által bezárt 
; TT I 
szg p— , : 


cCoSp-é-i — 


3. Vizsgáljuk az 


differenciálegyenletet. Határozzuk meg a szinguláris pont jellegét. . 
Az 


42 24320 
karakterisztikus egyenlet gyökei konjugált komplex számok (a valós rész nem 0): 
Ad s1-d-i, 
hszd ei 


Tehát a koordináta-rendszer kezdőpontja : fókusz. 
A differenciálegyenletet így is írhatjuk: 


(x — y) dx t(x 4 y) dy — 0. 
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1 
1 ——— zrtel, kapjuk 
Ha végigszorozzuk FOTEgY tel, kapjuk az 


x A 
set sag .9Y g 
ezyttepyőjt 


egzakt differenciálegyenletet. Ennek általános megoldása: 


—y x az 
egyitejzy? 0 


ehozdaszzt y j 
in [22 4-y? a arctg, — in! C; 
(C :£ 0), 
vagy másképp írva: 


— arc tg 5 


Vt Ce 
Polárkoordinátákra áttérve: 
r:- Ce 9, 


Az integrálgörbék logaritmi- 
kus spirálisok (43. ábra). 


4. Vizsgáljuk az 


43. dbra 


differenciálegyenletet. Határozzuk meg a szinguláris pont jellegét. 


Az 
(1 — 
(A : lék A 
—3 — —1—AI 
azaz 
42 497-0 
karakterisztikus egyenlet gyökei tiszta képzetes számok: 
A. 5 3i, 


Tehát a koordináta-rendszer kezdőpontja: centrum. 
A differenciálegyenletet így is írhatjuk: 
(— y t- 3x) dx 4 (— x -4- 3y) dy — 0. 
Ez pedig egzakt differenciálegyenlet. Az általános megoldást pl. görbe menti 
integrállal számíthatjuk: 


x y 
Jözdxf(—xr3y)dy—C, 
o ú 
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vagyis 
3x 3 y? 
279477 
vagy 
3 x2 — 2xy tt 3y — CC. 


Az integrálgörbék másodrendű görbék. A koordináta-rendszer alkalmas elforga- 
tásával hozzuk ezt az egyenletet kanonikus alakra. A karakterisztikus egyenlet; 


13—u —1 


— 0, 
] —1 3— [Hi 


vagy kifejtve: 
4 —6u3 8-0, 
Ennek az egyenletnek a gyökei, a sajátértékek: 
um — 2, 
ua — 4. 


Az elforgatott koordináta-rendszer egységvektorai ezekkel a sajátértékekkel szá- 
míthatók: — 


mivel 
I (3 — 2) 814 — €y — 0, 
illetve 
(3 — 4) £2, — Egy — 0, 
ezért 
Eix : €1y — t:L 
és 
€gx s Egy 1 $h 
tehát 
e : í k- ke 
1 V2 V2 J; 
e. st -k ; j 
; szal GST ző —— 1, 
vV2 vV2 
(ep "29— 0, el — é-1.) 44. ábra 


Ha a koordináta-rendszert úgy forgatjuk el a kezdőpont körül, hogy az x" és y" 
tengelyek egységvektorai ze, és e, legyenek, akkor az integrálgörbék transzformált 
egyenlete a következő lesz: 


2xt2-hb4ytt —C, (C 5 0). 


Ez az egyenlet pedig ellipsziseket határoz meg, melyeknek közös főtengelyei az 
xt és yt koordináta-tengelyek. 


Ezzel az integrálgörbéket már könnyen megrajzolhatjuk (44. ábra). 
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Feladatok 
Vizsgáljuk az alábbi différenciálegyenleteket: határozzuk meg a szinguláris pont 
jellegét: 
,.  xT.y ,  3x—2y 
1. y eni 4x .-. 2y 4 2. y  KEGEGzzaó 5x zi 2y . 
, 2x—2y ; x —3y 
ú — 4x—5y íg; Y 7 sz Z13y" 
x-k így 


II. ELSŐRENDŰ, AZ ISMERETLEN FÜGGVÉNY DERIVÁLTJÁBAN 
IMPLICIT DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 


1. §. Speciális alakú elsőrendű implicit differenciálegyenletek 


a) HZNÁMKL ÉT SÁR válságra Az 
okú differenciál- , 
egyenletek F (x,y.y) —0 


általános alakú differenciálegyenlet bal oldaláról feltesszük, 
hogy az ismeretlen függvény deriváltjának (y"-nek) n-ed fokú polinomja, melynek 
együtthatói az (x,y) sík valamely D tartományában az x és y változóknak folytonos 
függvényei és y szerinti parciális deriváltjuk folytonos: 
F (xy. y) Saly 97 Fan at YT... HF aj(x,y)y" -k ax, y) — 0. 


1 
t 


I OF ! 
Feltesszük még azt is, hogy a D tartományban a .(x,y)-£0 és szi z a 50, 
9y 


ahol a — állandó. Ekkor az algebra alaptétele szerint a D tartomány minden (x, y) 
értékpárjához n számú (valós vagy komplex) y" érték tartozik, és ezek mind különbö- 
zőek. Csak a valós értékekre figyelemmel, az adott differenciálegyenletből k — n olyan 
elsőrendű, y"-ben explicit differenciálegyenlet választható ki, melyek mindegyikére 
teljesül — legalább a D tartományban — a megoldás egzisztenciájára és unicitására 
vonatkozó feltétel. Ekkor ugyanis i 


F(x,y,y) SIY — fix, 9) [d — fex, 99]. . . [9 — f(x, VIG, y.y) 0, 
tehát I 


v EfilGy YENIY s y — f(x 9). 


Ezeknek a differenciálegyenleteknek az összes, D tartományhoz tartozó megoldásai az 
eredeti differenciálegyenletnek is megoldásai, és így, ha ezeknek a differenciálegyenle- 
teknek általános megoldásai: 


pi(x, y, C) — 0, pel(x, y: C) —0,..., pr(x 9: C) — 0, 


akkor az eredeti differenciálegyenlet általános megoldása : 


pu(x, y, C) : pelx 9. OC) . . . px, y, C) — 0. 
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b) A differenciál- Két esetet tárgyalunk: 
Sehiágyzik. a) A differenciálegyenlet x-ben explicit alakra hozható; 
F(xz,y)Ss0 x — f(y). 

Vezessük be az y" — p paramétert. Ekkor egyrészt 

X — f (D), 
másrészt pedig 
dy — pdXx, 
vagy mivel 
dx — f(p) dp, 

ezért . 

dy — pf(p) dp. 

Ez utóbbiból 


y — JP f(p) dp -- C. 


A differenciálegyenlet általános megoldása paraméteres alakban : 


x — f(p) 
y - [fp dp 3- C€. 


B) A differenciálegyenletből x és y" egy alkalmasan választott t paraméterrel 
kifejezhetők: 
x — p(2), 
y — pw. 
Ekkor a differenciálegyenlet általános megoldása — az előbbi esethez hasonló gondolat- 
menet szerint — paraméteres alakban : 


hág p(2) 


y— [9(0 pb) dt 4 C. 


c) A vezeté táji Megint két esetet tárgyalunk: 
egyenletbő ; 24 é aszégie . 
5 hiányziki a) A differenciálegyenlet y-ban explicit alakra hozható: 
F (yy)—-— 0 y — 14). 
Vezessük be az y" — p paramétert. Ekkor egyrészt 
. yzÍ (p), 
másrészt pedig 
dx s pedi , 


p 
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vagy mivel 
dy —f(p) dp, 
ezért 
dx Eset f (0) dp z 
p 
Ez utóbbiból i 


A differenciálegyenlet általános megoldása paraméteres alakban : 


y — fp) J 
gi jo 
J 


pe. I 
d 


B) A differenciálegyenletből y és y" egy alkalmasan választott t paraméterrel 
kifejezhetők: 
y — (0 
y — yW. 
Ekkor a differenciálegyenlet általános megoldása — az előbbi esethez hasonló 
gondolatmenet szerint — paraméteres alakban : 


y 7 el 
; p (2) d dt 

-4 C. 
Pa -] pl) 

d) Paraméter " implicit diff. iál nlet: 
bev zetesk ád Legyen adott egy y -ben implicit ifferenciálegyenle 
módszere; meg- , Y) — 0. 
oldás difteren Feyy) 
ciálás útján ] Tegyük fel, hogy alkalmasan választott u és v paraméterek 

segítségével ebből a differenciálegyenletből x, y és y —p 

kifejezhetők: 

— p(u, v) 

y —p(u,v) 
; y —p— 7 (uwv). 

Mivel 

dy 

dx P 
ezér: 
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s így az előbb felírt paraméteres egyenletrendszer alapján: 


9 
5. du -k- 2 A dv — g(u, v) Ae du -k Ba d 
ahonnan 
op 9y 
du 9yp 099 
9v zs (u, v) 9v 


Ez pedig a v ismeretlen függvény és u független változó között egy elsőrendű, az isme- 
retlen függvény deriváltjában explicit alakú differenciálegyenlet. Tegyük fel, hogy 
ennek az általános megoldása: 

v — a) (u, C), 


akkor az eredeti differenciálegyenlet általános megoldása, paraméteres alakban (u a para- 
méter): j 

X — p(u, w) (u, C)) 

p s a) (u, C)). 


- 


Két speciális esetet KEGyáltal; 
a) Legyen 
sz f(x,y). 
Paraméterül x-et és y" — p-t választjuk. Ekkor az előbbi gondolatmenet alapján nyer- 
tük a 


differenciálegyenletet. Ha ennek az általános megoldása 
p7- pl O), 
akkor az eredeti differenciálegyenlet általános megoldása : 


lme ——— e em e e em — ant e e — 


1 


[ 9-ftvptsO) ! 


Megjegyzés. Ugyanarra a p és x között fennálló differenciálegyenletre 
jutunk, ha az eredeti differenciálegyenletet x szerint differenciáljuk és y" — p-t az x 
függvényének tekintjük: 


8) Legyen 
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ZEKESENEESRJE mindkét oldalt y szerint és tekintsük y" — p-t az y függvényének: 
1 af öt dp 


Pp 9y  öp dy" 
Ha ennek a differenciálegyenletnek az általános megoldása: 
Pp — p(y, O), 


akkor: az eredeti differenciálegyenlet általános megoldása : 


I xzfwyyw. OJ). 


e) Lagrange- Legyen az előző jelöléseinkkel megegyezően 
(d Alembert-) i ; I É 
féle differenciál- y —Dp, 
egyenlet: 


és deriváljuk mindkét oldalát x szerint, p-t az x függvényé- 
nek tekintve: 


d 
p-optitipPoxtplp ús . 


y — oly) zt yly) 


Ha ebben a differenciálegyenletben x és p szerepét felcseréljük: x az ismeretlen függ- 
vény és p a független változó, akkor a 


dx P(D DD EN j 
dp. " e(p) —p? p — 9(p) (p(p) —p:£ 0) 


inhomogén lineáris differenciálegyenletre jutunk. Ennek az általános megoldása 
legyen 
x — C a(p) a- 2), 


akkor az eredeti differenciálegyenletnek az általános megoldása paraméteres alakban: 


x — C a(p) -t x(p) 
s (C a(p) 4 x(p)) p(p) ht v(p). 


Ha a p — C, értéknél fénnáll, hogy 
P(Co) — C, — 0, 


y — p(Co) x -- w(C) 


akkor 


is megoldás, 
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Ez a differenciálegyénlet az előzőnek speciális esete. Dif- 
ferenciáljuk mindkét oldalt x szerint, akkor 


f) Clairaut-féle 
differenciál- 
egyenlet: 


y—-zy t9g(y) 


d 
p-ptl4ew) 


; d 
VAGYIS : brTpp]— 9 
Két eset lehetséges: 
1. Ha a ZEN) 
dx 
akkor nyilván pet, 


és így a differenciálegyenlet általános megoldása : 


y-Cx- g(O). 
2. Ha xi p(p) — 0, 
akkor ebből és az y—-pxt o 


egyenletből a p paramétert kiküszöbölve, nyerjük az általános megoldás által meghatá- 
rozott egyenessereg burkoló görbéjét. Ez a görbe ábrázolja a differenciálegyenlet szin- 
guláris megoldását (1. 2. § c)). 

A Clairaut-féle differenciálegyenletet ezek szerint a legegyszerűbben így oldjuk 
meg: 

]. A differenciálegyenletben y" helyére C-t írunk. Ez adja az általános meg- 
oldást. 

2. Az általános megoldásból és annak C szerinti deriváltjából a C-t kiküszöbölve, 
nyerjük az általános megoldás által meghatározott egyenessereg burkoló görbéjének 
egyenletét, vagyis a differenciálegyenlet szinguláris megoldását. 

Megjegyzés. Clairaut-féle differenciálegyenletre vezetnek olyan geometriai 
feladatok, melyekben egy görbét érintőjének valamilyen tulajdonsága alapján kell meg- 
határozni. 


Példák: 


[ Oldjuk meg az 
y"—2yxtx—y-0 
diffterenciálegyenletet. 
Ez még így is írható: 
(y — x?—y —0, 


vagy 4 —y— xx W ty x—0. 


" A következőkben többször találkozunk szinguláris megoldások kal. A jobb megértés céljábó 
ajánlatos előbb a 2. § tartalmát átnézni ! . 
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Tehát az adott differenciálegyenlet szétbontható az 
y-y-x 
yty-x 
inhomogén lineáris differenciálegyenletekre. Ezeknek az általános megoldása: 
y— Ce: 3xi1-—0, 
y—Ce7r— xi1o0c0 
Így az eredeti differenciálegyenlet általános megoldása e két megoldás szorzata: 
C? — Cfe(Wy—x-t 1 4er(Wytx-rb4W1t1— xx 0. 
2. Határozzuk meg azt, hogy az 
x2 — y"? (a? — x2) 
differenciálegyenlet milyen görbesereget hátároz meg (a — állandó) 


A differenciálegyenletből y hiányzik. Bevezetjük az y" — p paramétert. Ha x-et 
kifejezzük, kapjuk, hogy 


. ap 
x - ——— 7 Mp). 
juorziláti 
Mivel 
MEg eszes 
fp) HSZ (1 és p9) "e ?, 
ezért 


A differenciálegyenlet általános megoldása paraméteres 
alakban; 


sale eze — -4 (Gő 


Ebből a paraméteres egyenletrendszerből a p para- 
métert  kiküszöbölhetjük és akkor nyerjük a következő 
egyenletet: 


(1 — CyY? 7- xi? — az. 


Ez a díifferenciálegyenlet általános megoldása. Az 
integrálgörbék olyan a sugarú körök, melyeknek középpont- 
Jatt az y tengely egyes pontjai alkotják, és amelyek az 


x — -- a, x — — a egyeneseket érintik (45. ábra). 
Az általános megoldáson kívül x — 3-a és x— — a ds dák 


is megoldások, mégpedig szinguláris megoldások. dő. ábra 
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3 Határozzuk meg az 
-Ptyt—3xy —0 

differenciálegyenlet általános megoldását. 

Bevezetve azy — p jelölést, ez még így is írható: 

xő. -- pt — 8xp — 0. 

Vezessük be a í paramétert úgy, hogy p — t x legyen. Ekkor a differenciálegyenle- 
tet így is írhatjuk; 
ks xx (1 4 8) — 31 a, 


és innen 
31 
"148! 
3 t 
PE TTR" 
Mivel 
dx 3(1—29 
d Aáxéz " 
ezért 


342 340—26) 


SZRÓZTTB TF 


dt. 
Ebből pedig 


sé 2 
vese 1—29) 38 c 


(1 -- ő): 


Ezt az integrált az u — 1 -t 8? helyettesítéssel számítjuk: 
kez [f Pr cos[5- ef re 


szte ó ásta sz e dő 36 
ae g -— TR TTTE 


Tehát a differenciálegyenlet általános megoldása paraméteres alakban: 


4. Oldjuk meg az 


differenciálegyenletet. 
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Bevezetjük az y! — p paramétert: 


y-t 
Mivel 

d  2ptp 

dd Ü 48 p" 
ezért 

d 2 J- 

k- egri 

Így 


2--p 
szú s mo HC zm 
sz [ggpp te halj zt 
.l 
ESZI EEÉB - bin 134 p.3- €. 


Tehát a differenciálegyenlet általános megoldása paraméteres alakban: 


y— —— 


1 4- p 
1 


5. Határozzuk meg azt, hogy az 
vh yő s a 


differenciálegyenlet milyen görbesereget határoz meg. 
Bevezetve az y" — p jelölést és a t paramétert, írhatjuk: 


yvssasint, 
p5 a cost. 
Ekkor, mivel 
dy — a cos t dt, 
. d j 
p 
ahonnan 

x szt -H C, 


a differenciálegyenlet általános megoldása: 


:y — asin (x—OC), 
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Az integrálgörbék ezek szerint a amplitudójú kongruens szinuszgörbék, melyek 
egymástól x tengely irányú, C mértékű párhuzamos eltolásban különböznek (46. ábra). 
A differenciálegyenletnek szinguláris megoldásai az ezeket a szinuszgörbéket burkoló 

y — t- a, y — — a egyenletű egye- 
nesek. 


6. Oldjuk meg az 


y3—4xyy 48y2—0 
differenciálegyenletet. 

Ez a differenciálegyenlet x-ben 
elsőfokú. Ha x-re megoldjuk és be- 
vezetjük az y" — p jelölést, akkor 
lesz: 


y" osin(x:-C) 


46. ábra KEST a 


y-t tekintsük független változónak és differenciáljuk mindkét oldalt y szerint; 


ze ná 
p gy Big ay op" 
Innen 
p Pp 
say 2 —£]o0. 
(pt — 4y?) FENÉT 
Ha az első tényezőt tesszük 0-val egyenlővé, nyerjük 
L 2 
ps déy . 
Ha most ezt behelyettesítjük az eredeti differenciálegyenletbe, akkor az 
4 
) dia 37 xx 


szinguláris megoldást kapjuk. 
Ha a második tényezőt tesszük egyenlővé 0-val, akkor a változókat szétválasztva 
és. integrálva, adódik: 


p.-Cy". 


Ezt behelyettesítve az eredeti egyenletbet 


3 3 
Csy"- 4Cxy" 38y 70, 
ahonnan az y — 0 partikuláris megoldást elkülönítve: 
ö4y — (4C x — C3ye, 
2 


C 
vagy bevezetve a C, — 


4 új állandót, 


y — Ci (x — Cy, 
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Végeredményben tehát. a differenciálegyenlet általános megoldása: 
y tési C (x jösz Ci 
és két szinguláris megoldása; 


7. Oldjuk meg az 
—nX  , ,eTrTrDe 
y xi? tk 9 ei 


differenciálegyenletet. 
Differenciáljuk mindkét oldalt x szerint és vezessük be az y" — p jelölést; 


VESZÉLE x (-tDeldp 
p Éézta p? ház 


ez ea 
"ri 
Ez még így is írható: 


E see [lás eriP]- 


x-41 p ld x31l 
Ha az első tényező egyenlő 0-val, akkor innen 


pt (xFH1e 
zt" aa 


Ha ebből és az eredeti sgyedtetből p-t kiküszöböljük, nyerjük a differenciál- 


egyenlet 
— 4xe 


szinguláris megoldását. 
Ha viszont a második tényező 0, akkor egy szétválasztható változójú differenciál- 
egyenletet nyerünk, melynek az általános megoldása; 
p:C(xt1 e. 
Ha ebből és az eredeti differenciálegyenletből p-t kiküszöböljük, nyerjük az 
l 
— x — 
y—-Cxe-t c 
általános megoldást. 
8. Oldjuk meg az 


differenciálegyenletet. 
12 Közönséges differenciál egyenletek — 44 231/VII. 
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Ez egy Lagrange-féle differenciálegyenlet. Bevezetjük azy" — p jelölést és mind- 
két oldalt deriváljuk x szerint: 


dp 

ps 1-4 é(p p") d 
Ez még így is írható: 

dp 
köömitűi 1 — hmaz . 

(Pp ) [27 dx a mi 1) 0 

Ha az első tényező 0, akkor 
p7], 


és ezt behelyettesítve az eredeti egyenletbe, nyerjük az 


l 
y-xtz 
szinguláris megoldást. 
Ha a második tényező 0, akkor 


2p dp -- dx — 0, 
y 
vagy integrálva: 
ki 7 pPtHtxzsCcC 


1 . 
Y ke ; Helyettesítsük ezt be az eredeti egyenletbe, 


j akkor nyerjük az általános megoldást paraméteres 
alakban; 


? 2 x x-C — pt, 
yei 77 [a Küszöböljük ki innen a p paramétert, akkor 
9(y-C) e 4(x-CY ey 9 (y — 092 34 4(x— 0)? — 0. 
Az integrálgörbék ezek szerint a 
9y-t4xX-0 


egyenletű görbével kongruens görbék és egymás- 
ból úgy származtathatók, hogy önmagukkal pár- 
huzamosan toljuk el őket az y — x szögfelező 


47. ábra 
egyenes mentén. Valamennyi integrálgörbe burkolója az y — Xx -- 3 szinguláris meg- 


oldást ábrázoló egyenes (47. ábra). 
9. Oldjuk meg az 


differenciálegyenletet (a — állandó). 
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Ez egy Clairaut-féle differenciálegyenlet. Az általános megoldást rögtön fel- 
írhatjuk: — 


. a 
y-Cxta. 


Deriváljuk ezt az egyenletet C sze- 
rint. Akkor 


Xx Ko t 0, 
azaz 
Hl a 
x KEzöGSzű CZ ? 
tehát 
2a 
GEZA fol íz 48. ábra 


E két egyenletből C-t kiküszöbölve, nyerjük a differenciálegyenlet 


y" s 4ax 
sringuláris megoldását (48. ábra). 
Feladatok 
a) Gyakorló Az alábbi feladatok indenü y. 
S ÉN z alábbi feladatokban mindenütt p — y 


1. p34yy —x"—xy 70. 
2 xp? — 29yp 4 4x — 0. 3.  pt?yi3p(x—y—x-0 
4. x" p? — 2xyp 4- y" — xy" 2 xi. 
5. pP—(édtxdáyp it (éyibéy hb xy)p— xy — 0. 
6 
8 


xp HH2xp—y—-j70. Yő xpP—-—2yp—x70 
(dx? — dy?) cos x — 2 sin x : dx dy. 9. (p — xy — p Tt x. 
10. x2 pt — xy p 3- y? — 0. 11. xy p? 3- (y" — x9) p — xy — 0. 
12. . pp—(xi4yp-bitxy 7-0. 13. pt—2xp—3x 7-0. 
14. . vyp —2xyp—y—2x. 15. (y — xp) — x. 
16. 4y p" — 2xp 4-y — 0. 17. 4xyp —-172yp. 
18. . (xp—y—9yp. 19. . p-4x(WytDhptróáéya0 
20. (y — xp)" — p?. 21. x2 p" 3 2xyp —9x— yi. 
22; x" p? 3 2x(y — 229 p-rHy ac 0. 23. p$-4xp-o2gy. 
24. pt328p—4xy. 25. — 3xyp2—2y?pi3i2—0 


26. — p3-k4xyp—8y2. 27. . 2p232x2p—3xy. 
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8 
2 


28. x(i 3 p) - 1. 29. x (1--p?)" — a. Itt a— állandó. 
30. . x—ap-bp?.Ittaésb állandók. 31. — x— —E— . Itta — állandó, 
VI --p? 

32. y—-p t2p.. 33. y V1 3-p? — p. 

34. y 5 plinp. 35. p—2xp—15c0 

36. eP tp — x. 37. y—pdlinp. 

38. p? — y? (a — p) — 0. Itt a — állandó. 

39. xp?-17-p. 40. p" — $(1—p) —0. 

41. Pp --y?—3ypz 0. 42. y — p" ep, 

43. $Y0op—1—(2—p 44. — y(1—p? — 2a. Itt a — állandó. 
x 

47. — p!— 4y(xp— 2yy. 48. y — 2px-t 5 tp. 


49. x—py- a p?. Itt a — állandó. 50  y-xpditpaáp. 


b) Geometriai 1. . Határozzuk meg azt a görbét, melynek az érintői a 
feladatok koordináta-tengelyekkel a? — állandó területű  három- 


szöget zárnak be. 


2. Határozzuk meg azt a görbét, melynél bármelyik ponthoz húzott érintőnek a 
koordináta-tengelyek közti darabja a — állandó hosszúságú. 

3. Határozzuk meg azt a görbét, amelynél az érintő a tengelyekből olyan darabokat 
metsz le, amelyeknek összege 2a — állandó. 


4. Határozzuk meg azt a görbét, amelynél a koordináta-tengelyek, az érintő és az 
érintési ponthoz tartozó ordináta által alkotott trapéz területe a? — állandó. Válasszuk 
ki az (a, a) ponton keresztül haladó görbét. 


2. §. Szinguláris megoldások. Burkoló görbék 


a) Explicit Adva van az ismeretlen függvény deriváltjára megoldott, 
differenciál- 
egyenlet y -f(x,y) 
szinguláris 


megoldásai explicit alakú differenciálegyenlet és az y(x,) — ya kezdeti 


feltétel. Ha az f (x, y) függvény az (x, y) sík 
D : 


x—x la 1y—y]Eb 
zárt tartományában folytonos és korlátos, azaz 


If (x, y) ] s A, 
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továbbá eleget tesz az 
IF 6yd— fe yy Il E MIly2— vil 
Lipschitz-feltételnek (A és M pozitív állandók), akkor az 
y 7-ÍftGy) 


differenciálegyenletnek egyetlen olyan. y — y(x) megoldása létezik, mely az 
1x— xo ] E h intervallumban értelmezett és folytonos függvénye az x változónak 


[a sz Min ha, a] , és x — xo-nál az yo értéket veszi fel. (Egzisztencia és unicitás 


feltétele.) 

Egy differenciálegyenlet olyan jsgsoldását amely által meghatározott görbe 
minden pontjában teljesül az unicitás feltétele, reguláris (közönséges) megoldásnak 
nevezzük. Az olyan megoldást viszont, melynek egyik pontjában sem teljesül az unici- 
tás feltétele, szinguláris megoldásnak nevezzük. Egy szinguláris megoldás bármely 
(x, y) pontjának tetszőleges környezetében legalább két olyan integrálgörbe létezik, 
mely keresztülhalad ezen a ponton. Szinguláris megoldások csak azokon a pontokon 
haladhatnak keresztül, amelyekben a Lipschitz-feltétel nem teljesül. 

Eszerint az 

y —f(x,y) 


differenciálegyenlet szinguláris megoldásainak megtalálása céljából, először meg kell 
állapítani azon pontok geometriai helyét, melyekben a Lipschitz-feltétel nem teljesül 


gú 9 i § 
(pl. azon pontok geometriai helyét, melyekben 5 végtelenné válik); ha ez a mértani 


hely egy vagy több görbét képez, meg kell vizsgálni, hogy vajon integrálgörbéi-e ezek 
a görbék az adott differenciálegyenletnek, és vajon egyetlen egy pontjukban sem áll-e 
fenn az unicitás; ha ez a két feltétel teljesül, akkor a talált görbe egy szinguláris meg- 
oldást ábrázol. 


b) Implicit differen- Legyen most a vizsgált differenciálegyenlet 
ciálegyenlet 3 
szinguláris meg- F(x,y,y) 7-0 
oldásai 


—— — — — ,— — — —, — ——,— alakú, amely az ismeretlen függvény deriváltjában implicit. 
Ebben az esetben a differenciálegyenlet szinguláris megoldásait úgy kereshetjük meg, 
hogy az 


F(Gy,y)-0 
9F (GYI) 
9 y 
egyenletekből kiküszöböljük y"-t. Az így nyert 
B (x,y) —0 


egyenlet meghatározza az ún. diszkriminánsgörbét. Ha egy, ezen egyenlet által meg- 
határozott 


y — y(x) 
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függvény megoldása az adott differenciálegyenletnek, akkor ez a függvény (általában ) 
szinguláris megoldás." 


c) Burkoló görbék — ] Tegyük fel, hogy az általános, 
F(x,y,y) 7-0 


differenciálegyenlet általános megoldása: 


D (x,y, ) —0 
ismert. 
Ha a 
D (x, y; C) 0 
98 (x, y, OC) 0 
(or ola 


egyenletekből kiküszöböljük a C paramétert, nyerjük (általában) az általános megoldás 
által meghatározott görbesereg burkoló görbéjének 


p (x, y ) —-0 
egyenletét. Ha most még az ezen egyenlet által meghatározott 
y — y(x) 


függvény az adott differenciálegyenletnek megoldása, akkor ez a függvény (általában) 
szinguláris megoldás. I 


Példák 


1. Legyen a vizsgált differenciálegyenlet: 


A differenciálegyenlet jobb oldala: 


f(x, y -y j 
mindenütt értelmezve van és folytonos, azonban a 


derivált végtelenné válik, ha y — 0. 
A differenciálegyenlet általános megoldása: 


1 
y - 57 Tt Cy. 


§ Előfordulhat azonban, hogy a fenti módon meghatározott y — y(x) függvény nem ad szinguláris 
megoldást, hanem az integrálgörbék csúcspontjainak vagy érintkezési pontjainak a geometriai helyét. 
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Ez az egyenlet harmadfokú parabolák seregével ábrázolható (49. ábra). 

Az általános megoldáson kívül — nyilvánvalóan — y — 0 is megoldás. Ez az 
x tengely egyenlete. Az x tengely azon pontok geometriai helye, melyekben a Lipschitz- 
feltétel nem teljesül. Ez a megoldás szinguláris. Az x tengely minden pontján két integ- 
rálgörbe halad keresztül: 
egy harmadfokú parabola 


és az x tengely maga. ú 
Az unicitás tehát itt nem Ce3 2 1 e 
d ú / -? 
áll fenn. ; 
/ 
2. Legyen ; 7 
-2 
ÉN a Pl , 
F (x,y, y) s hsztli szall 
szy?§3y-1-0 e e I 4 7 
/ ba 
PE. esöegt ezi; Vadi sz a 
o ú / Pp g 3 
y Hz, yezy(xtC) 
E két egyenletből / Z 2 
vagyis ússz táj 49. ábra 


E két függvény kielégíti a differenciálegyenletet, vagyis ezek a differenciálegyenle 
megoldásai. Azonfelül szinguláris megoldások, mert egyik pontjukban sem áll fenn azt 
unicitás, E két egyenes egy szinusz-görbesereg két burkolója. 
3. y? azni y? kaja 0. 
Az általános megoldás: 

1 RFGET 
Az y? — 0 diszkrimináns az y — 0 megoldást adja, mely azonban reguláris, mert az 


x tengely összes pontjaiban fennáll az unicitás. Az y 5 0 félsíkon értelmezett meg- 
oldások nem érik el a diszkriminánsgörbét. 


4. Az 
y—-xy Tt j 
y 
Clairaut-féle differenciálegyenlet általános megoldása: 


l 
szi C x -k —e 
£ c 
Ha ebből az egyenletből és az 


x 0 


1 
vyéslss 
egyenletből a C paramétert kiküszöböljük, nyerjük az általános megoldás által meg- 
határozott egyenessereg burkoló görbéjének az egyenletét; 


y" — 4x. 
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Ez az egyenlet adja a differenciálegyenlet 
szinguláris megoldását. Ha a differenciál- 
egyenletet így írjuk: 

xy"—yy -tH1-—0, 


akkor kiderül, hogy ez y"-re csak akkor ad- 
hat valós értékeket, ha 


Geometriailag ezt úgy értelmezzük, hogy 
az y" — 4x — 0 parabola konvex oldalán 
ü vannak integrálgörbék: a parabola érintő 
egyenesei; .viszont a másik oldalon egy 
sincs. A parabola épp az az integrálgörbe, 
50. ábra mely az (x, y) síkot ilyen értelemben ketté 
osztja (50. ábra). 
Feladatok 


Határozzuk meg az alábbi differenciálegyenletek szinguláris megoldásait; 
1.  y—xy ty. 2. yWt12D—-GitDy. 
3. y-xy F2Vay". Itt a — állandó. 


Sze 9 ss 
4.  y— xy 3HV?—I1. 5. y-xg ter. 


j na 19hyvyiabhy2 I 
6. y — xy - [/EE5SSZO . Itt a, b és h állandók. 
a 


[/ 


y 
7. ys xy tk Ev . Itt a — állandó. 


8. yz-xty—yin]y]. 
9.  y— xy HV —y?— yarccosy. 
10. y—xy 34V.4y?—yin(y" FV? 


3. §. Trajektóriák 


a) tésgltá rá Legyen 
izogonális 8e 
trajektóriái Va f (x,y, C) —0 


£ G.y.C) —0 


két egyparaméteres görbesereg egyenlete. Tegyük fel, hogy a második görbesereg 
mindegyik görbéje ugyanakkora (w — állandó) szög alatt metszi az első görbesereg 
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valamennyi görbéjét. Ez esetben a második görbesereg egyes görbéi az elsőnek izo- 
gonális trajektóriái. Ha speciálisan 4 — 5 , azaz a két görbesereg egyes görbéi egy- 


mást derékszög alatt metszik, akkor az izogonális trajektóriákat ortogonális trajektóriák- 
nak nevezzük. 
a) Derékszögű koordináták esete. Legyen adva egy egyparaméteres görbesereg 


egyenlete: 
f (x, HA C) zi 0, 


és az 4 szög. Keressük az adott görbesereg egyes görbéit w szög alatt metsző izogonális 
trajektóriák egyenletét. 
Az 
f(x,y, 0) —0 


of Of 
ds "aj y 7-0 


és 


egyenletből kiküszöböljük a C paramétert. Így nyerjük az adott görbesereg 
F (x,y,y) 50 


differenciálegyenletét; Az izogonális trajektóriák differenciálegyenletét ebből úgy nyer- 
hetjük, hogy y" helyére az 

y —tgo 

1-4 y tgo 


kifejezést írjuk: 


.74" IT : 21" . e? . .?, 
Ha speciálisan Gw — 5 ; akkor az ortogonális trajektóriák differenciálegyenlete: 


1 
F Íx, y, -a1 7 


B) Polárkoordináták esete. Ha a görbesereg egyenlete polárkoordinátákban is- 


meretes: 
fG, Pp; C) 50 
és az ehhez tartozó differenciálegyenlet Ír" — T jelöléssel 
j st 


F(r, pr) s 0, 
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akkor: az izogonális trajektóriák differenciálegyenlete: 


FÍn or Te szájjal 
r—r tgol 


az ortogonális trajektóriák differenciálegyenlete pedig: 


pr 
Fir, p, — a] — 0. 
r 
b) Geometriai és a) Evolvensek. Valamely görbe érintőinek ortogonális 
dzásseg alkalma- trajektóriáit evolvenseknek nevezzük. Az eredeti görbe 
másén pedig ezen evolvensek bármelyikének az evolutája, vagyis a 


görbületi középpontjainak geometriai helye, Ha az evolutára 
fonalat feszítünk és bizonyos pontból kiindulva ezt.a fonalat lefejtjük, akkor ezen fonál 
bármelyik pontja evolvenst ír le. A kifeszített fonál ugyanis mindig az alapgörbe, 
az evoluta egyik érintője, és a fonál lefejtésekor a fonál bármelyik pontjának pillanatnyi 
elmozdulása az érintőre merőleges irányú. 

1. Keressük az 
y — g(x) 

egyenletű görbe evolvenseit. 


A görbe érintő egyenesseregének egyenlete: 


y — (d) — p (0) (x— 9) — 0. 
(Itt t a paraméter.) 


Az érintő egyenessereg differenciálegyenletét megkapjuk, ha az 
y —o0) 4 pH — 0 
y -p( 

egyenletekből kiküszöböljük a t paramétert. 


Legyen y — p, akkor t kiküszöbölése után a következő differenciálegyenlet 
adódik: 


y —xp-7—f(p). 
Az evolvensek differenciálegyenletét úgy nyerjük, ha p helyébe — a írunk: 


?, 


Xx l 
yt f—- 


vagy 


x-h.gy —p:ff—5]— 60. 
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Ennek a differenciálegyenletnek az általános megoldása a keresett evolvensek egyen- 
lete par améteres alakban: 


1 ex pgp) út 


YE - Kan zSETEKBSE 
nazl JV-ap 


p pg(p) 
x — g(p) — — — kre dpi. 
VI 3- p? V1 -- p? 
2. Legyen az alapgörbe egyenlete paraméteres alakban: 
x — p(u) 
. y — pg. 
Ennek az evolvenseit keressük. 


Ha ennek a görbének az u paraméterértékhez tartozó P pontjában az érintő irány- 
szöge 0, akkor 


p (u) 
Ü zza a se e 
tg "( ) ? 


és innen 
Hszt; ödaöszzez Ez 
79, 12 12 2 
VP? 7-9 Ip? ky 


Az evolvens merőlegesen szeli az alapgörbe érintőit. Keressük tehát, hogy a görbe P 
pontjából az érintőre mekkora ö(u) távolságot kell felmérnünk, hogy a létrejövő új görbe 
érintője merőleges legyen az alapgörbe érintőjére. 

Az új görbe egyenlete: 


, 


p 
x — p tö ——— 
Vo? 4? 
pp 
VER mg rá" 
VP? -4-yp? 
A számítás egyszerűsítése végett ö helyett legyen 
Ö 
ÚR PZEBTT 
Vo? tp? 
a meghatározandó ismeretlen. Ezzel 
x— pttop 
y—vyitp 


a keresett görbe egyenlete. Annak a feltétele, hogy ez a görbe merőleges legyen az alap- 
görbe érintőjére, a következő: 
p (1-4t) Ftp 


:ZZŐLSs mk  eöta ák 5 KENERENEB 2188 
p" (1 -k t") -k tp" pp" 
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Innen £-re kapjuk a 
j p p" gk y pp" 
t tt1-0b 
a pzi yi jr 3 
inhomogén lineáris differenciálegyenletet. Ennek az általános megoldása: 
1 sets BA Set B 
szg zin c—fVerrvz du] . 

VP? p? 


Így a keresett evolvensek egyenlete, paraméteres alakban: 


e. 


szaja Ca 


Vo? --y 


"2 gp"? du 4 C — 5 
VP? ty Fv 


B) Paralelgörbék. 1 Ha az 
y — p(x) 


egyenletű görbe normálisaira, a görbétől számítva, annak egyik oldalára, az állandó ö 
távolságot felmérjük, kapjuk az adott görbének paralelgörbéjét. 

Egy görbe paralelgörbéi, a görbe normálisainak ortogonális trajektóriái. 

A görbe normálisainak egyenlete: 


] 
y— 90 (x — 2), 


Ha ebből és az 
l 


p(D 
egyenletből a t paramétert kiküszöböljük, nyerjük a normálisok differenciálegyenletéts 
y — xy" — gl"). 
Ebből a paralelgörbék differenciálegyenlete: 


, 


y s — 


ar egalégt 
vagy az y" — p jelöléssel: 
x-tpy-p:g[- 5] — f(p. 
y) Felület esésvonalat. A 
z—f(x,y) 
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kétváltozós függvény a térbeli (x, y, 2) koordináta-rendszerben egy felületet határoz 
meg. A z — állandó Síkok által kimetszett görbéket az (x, y) síkra vetitve, nyerjük a 
felület szintvonalait: 


f(x,y) — C. 


A szintvonalak ortogonális trajektóriái adják a felület ún. esésvonalait. Ha az 
(x, y) síkon nyert esésvonalakra mint vezérgörbékre z tengellyel párhuzamos alkotójú 
hengerfelületeket állítunk, akkor ezek az adott felületen kimetszik a legmeredekebb 
lejtésű vonalakat. 


Ha egy tömegpont a 
z — f(x,y) 


egyenletű felületen a nehézségi erő hatására úgy esik (a z tengely pozitív iránya a nehéz- 
ségi gyorsulás irányával ellentétes), hogy esése közben állandóan az adott felületen 
marad, akkor a pályagörbe a felületnek egyik legmeredekebb lejtésű vonala lesz. Vagyis 
a pályagörbe vetülete az (x, y) síkon a felület egyik esésvonala lesz. 


Öö) Erővonalak, áramvonalak. Legyen 


v(r) — p(x,y) i-t g (x,y) j 


egy potenciálos síkbeli erőtér vagy egy potenciálos síkáramlás sebességi vektortere, 


Az ekvipotenciális vonalak ortogonális trajektóriái az adott erőtér erővonalai, 
a síkáramlás áramvonalai. 


Mivel az ekvipotenciális vonalak differenciálegyenlete 
p (x,y) dx t- g (x,y) dy — 0, 
ezért az erővonalak, illetve áramvonalak differenciálegyenlete: 
p (x,y) dy — ag (x,y) dx — 0. 


e) Hőtani alkalmazás. A homogén test síkbeli stacionárius hőáramlását az azonos 
hőmérsékletű pontokat összekötő izotérmákkal és ezek ortogonális trajektóriáival, 
a hőáramlás áramvonalaival lehet jellemezni. 


Ha a hőáramlás vektora: 
v(r) — gradu(l(x,y) — p(x,y) it g (x,y) i, 
akkor az izotermák (u (x, y) — C egyenletű vonalak) differenciálegyenletes 
b (x,y) dx 4 g (x,y) dy —0, 
és a hőáramlás áramvonalainak differenciálegyenlete: 
p (x,y) dy — 9 (x,y) dx — 0. 
Példák 


1. Határozzuk meg az 


190 II. 3. §. TRAJEKTÓRIÁK 


egyenessereg izogonális trajektóriáit, ha a két görbesereg egyes görbéinek metszési 
szöge 


045 (tg 0 — k). 


Az egyenessereg differenciálegyenlete: 


I Az izogonális trajektó- 
( 49270") riák differenciálegyenlete : 


y-k y 


— 


l-kky xx? 
vagy 
x —kxouyihkyy. 
Ezt még így is írhatjuk: 
x dy — y dx — 
— k (x dx -- y dy). 


Ennek a differenciálegyen- 
letnek egy integráló ténye- 
zője: 


1 
xy 
Ha ezzel végigszorzunk, nyerjük az 
xdx-kydy . 1 xdy—ydx 
xx y? .k x2 -k y? 

egzakt differenciálegyenletet. Ennek az általános megoldása: 

1 1 

5 In (2 -F y2) — p arctg 7 -F In] CI (C -£ 0). 


Ezt még így is írhatjuk: 


s arct És 
Vérs-ce ", 
vagy polárkoordinátákban: 


18 


r—Ce. 
Ez pedig logaritmikus spirálisok egyenlete (51. ábra). 
Ha speciálisan 4 — 5 , akkor az ortogonális trajektóriák differenciálegyenletes 
l gy 


y x 
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vagy a változók szétválasztása után: 
xdxj4-ydy — 0. 
Ennek az általános megoldása: 
x? -4- y? — C. 
Ez pedig origó körül rajzolt koncentrikus körök egyenlete (52. ábra). 
2. Keressük az 
x ty — az 


kör evolvenseit. 


A kör érintő egyenesseregének az 
egyenlete: 


y — [őő — 22 — 


Ebből 


t 
Va — £2 
t 

Ha e két egyenletből kiküszöböljük a 
t paramétert és bevezetjük az y" — p jelö- 


lést, kapjuk az érintők differenciálegyen- 
letét: 


(x — t) — 0. 


, 


y — 


52. ábra 


y—px-aVirp. 
Ebből az evolvensek differenciálegyenlete: 
x3ipy-aVi-p. 
Ha ezt a differenciálegyenletet megoldjuk, kapjuk az evolvensek paraméteres 
egyenletrendszerét: 
Cp 


1 p 
X — a I ———  —— ! TE retgp]— — a 
EEG NET V13-p? 


Pp 1 C 
els gagetegg 
A p — tg op helyettesítéssel egyszerűbb alakban: 
x-z a(cosp-tosin pp — Csin g, 
y — a(sim p — op cos g) -t C cos a. 


C — Ű esetében kapjuk azt az evolvenst, mely a kör x — -- a, y — 0 pontjábó) 
indul ki (53. ábra) : 
x — a (cos p -- psin p) 


y — a (sin p — p cos g). 


192 II. 3. §. TRAJEKTÓRIÁK 


3. Keressük az y — ach fi láncgörbe evolvensét. 


A b) a) 2. pont jelöléseivel legyen 


. 
p-t p zach- 
p 5], wzshi , 

Vp? kp? s ch a Íve -4 w? dus ash- ; 


53. ábra 


A keresett evolvensek egyenlete tehát: 


u 
x—u—ath 4 
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A C — 0 értékhez tartozó evolvens: 


. a 
x—-u—ath-, 
a 


y — — 
ch É ; 
a 
sz ú 1 I 
Ez a traktrix egyenlete (54. ábra). A ch c LÉ helyettesítéssel: 


v 
x-z a in tg 5 — cos vl 


yzasinv. 
4. — Határozzuk meg az 
y—xX 


másodfokú parabola paralelgörbéinek 
egyenletét., 

. A parabola normálisainak egyen- 
lete: 


1 
Sz 2 ——  — —— — § 
y—t 57 (x — £) 
Ha ebből az egyenletből és az 54. ábra 
; l 
Y577 27 


egyenletből a t paramétert kiküszöböljük és bevezetjük az y" — p jelölést, kapjuk a 
normálisok differenciálegyenletét: 


sző egyek 
Y ap DX 5" 


Ebből a keresett paraielgörbék differenciálegyenlete: 


vagy 


13Közönséges differenciál egyenletek — 44 231/VII. 
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Ha itt y-t tekintjük ismeretlen függvénynek és p-t független változónak, akkor 


ebből a 


3 l 
sm 22 Bed 
—-—aPtz 


inhomogén lineáris differenciálegyenlet adódik. Ennek az általános megoldása: 


56. d ra 


Baz a— x 


(Ha y — 0, akkor x -— 0, x -£ a.) - 


Sk (a— xx y 1 as[i 8 TES 


p 
Xx — — Ez C Eggezmaseszszmzsszítslk 
2 P Vp? 11 
E két egyenlet együtt adja a ke- 


resett . paralelgörbék paraméteres 
egyenletrendszerét (55. ábra). 


5. Tekintsük a 
22 — ax? 4-by? (a és b állandók) 


egyenletű paraboloidot. 
Ennek (x, y) síkra vetített szint- 
vonalai az 


ax tHby :G2C 
egyenletű görbék. 


A szintvonalak  differenciál- 
egyenlete: 


a xdx 4tbydy — 0. 


Az esésvonalak differenciál- 
egyenlete : 


axdy—bydy —0. 
Ennek az általános megoldása 
y" z C, x? 


Ez lesz az esésvonalak egyen- 


lete.-(56. ábra). 


6. Két párhuzamos, ellenkező 
előjelű elektromos töltéssel ellátott 
s :végtelen hosszú" vonal elektrosztati- 
kai erőtere : 

pa a y 


PÉLDÁK. 195 


Itt az (x, y) síkot úgy választottuk meg, hogy a két párhuzamos vonalra merőle- 
ges legyen. A 3-0 töltésű vonal a (0, 0) pontban és a —O töltésű vonal az (a, 0) pont- 
ban döfi az (x, y) síkot. eg a levegő dielektromos állandója, 


Határozzuk meg az erővonalak egyenletét. (L. még az I. 5. § 8. példáját !) 
Mivel az ekvipotenciális vonalak KGN 
GEES x 
rez (a — xy? éty 


azért az erővonalak differenciálegyenlete: 


—- 


tag ézet ary]l770 


9 J y a — x 
2mejl(la—xétky XT jet VESE ET (a — x2 1-3 TáETry in y a] 9 jé 
Ennek az általános megoldása: 
e y 
Se [7 tg — arc tg "aims — 


Ez még így is írható; 
y . a — x 
arc tg -—- — arctt — —C 
tg x g y 1? 
vagy 
y a—x 
x 


szasa s szk 
14. 1-3 


Rendezve: 


y—axdtxsockay, 
vagy 


A 2 - (Rp 1). 57. ábra 


p-e] 


Ez az erővonalak egyenlete. Ezek pedig a (0, 0), (a, 0) pontokon keresztülmenő 


olyan körök, melyeknek középpontjai az x — 5 egyenletű egyenesen vannak (57. ábra). 


7. A potenciálos örvényt előidéző síkáramlás sebességvektora: 
Vé szi észű (x 20, y:£ 0). 
xy? x2 -p y? 


19" 
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Az örvény magja egy az (x, y) síkot az origóban merőlegesen átdöfő egyenes, a for- 
gás értelme az óramutató járásával megegyezik és c, egy pozitív állandó: 27 c, — IT — 
— cirkuláció. KN 

Határozzuk meg az áramvonalak egyenletét, (L. még I. 5. 7. példáját!) Az ekvi- 
potenciális vonalak d:ifferenciálegyenlete: 


y ; Ca ezi 0. 


y 
—— a d 
exy 


Az áramvonalak differenciálegyenlete 
ebből adódik: 


x 
Ej 
Ennek az általános megoldása; 
co In Vx? 3 y? — k, 
vagyis az áramvonalak egyenletes: 


x2 J- y2 — C3, 


— 6 ——— dy 
Shy 


Co dx -t €, — 0, 


y 


, ábra Ez pedig az origó köré rajzolt kon- 
centrikus körök egyenlete (58. ábra). 


8. Tételezzük fel, hogy egy homogén testben a stacionárius hőáramlás az, (x,y) 
síkkal párhuzamos síkokban azonosan folyik le (síkáramlás), s így a viszonyok jellem- 
zésére elegendő az (x,y) síkban lejátszódó folyamat vizsgálata. Legyen az egyenlő 
hőmérsékletű pontokat összekötő görbék (izotermák) egyenlete: 


íg) 


x2 .y? . 
EG tab AS EN § 

Határozzuk meg a hőáramlás 
áramvonalainak az egyenletét. 

Az izotermák konfokális ellip- 
.Szisek, melyeknek fókuszai az (1, 0) 
és (— 1, 0) pontok. Ennek a görbe- 
seregnek a differenciálegyenlete : 


(xy" — y) (x -yy) —y,, c 
vagy 
xy" Hl ye Dy —xy— 0. 


Az áramvonalak differenciál- 
egyenletét ebből úgy kapjuk, hogy 


y helyébe — rt írunk. Így j 2 


x xXx-—-y- 1 


75 7 xy 5 0, 
y? y 59. ábra 
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[4 e : 
xy? ttt—yY—Dhy—xy-0, 


vagyis ugyanazt a differenciálegyenletet kapjuk. Ennek a magyarázata az, hogy az adott 
differenciálegyenlet y"-ben másodfokú; minden ponton két görbe halad keresztül, 
melyek közül az egyik ellipszis (C — 0), a másik pedig egy konfokális hiperbolasereg 
egyik görbéje (— 1 7 C a 0). A konfokális hiperbolák a konfokális ellipszisek orto-. 
gonális trajektóriái. Tehát a keresett áramvonalak egyenlete: 


SZENTS A AETOÉ C b 
Feladatok 
a) Gyakorló Határozzuk meg az alábbi feladatokban megadott egyenletű 
feladatok . görbesereg izogonális trajektóriáinak egyenletét. A meg- 


adott w — állandó jelenti az adott és.keresett görbesereg 
egyes görbéinek metszési szögét, C pedig a paramétett. 


I. 23 y—2Cx 0; 0-5. 2. — r:— 2Ccosg; 052. 
3. 8—-—3xy—C; 075: 4.  ysC x; 075. 

5. xx-tCy sa a; 055: Itt a — állandó. 

6. x2 — yt 2C xy — é3; 075. Itt a — állandó, 

7. — x(x23-y3) HC (x2 — y2) — 0; oz. 

8. (x2 — a)? -p (y? — b)? — C3; 0-5. . Itt a és b állandók, 

9.  xy5C(x— 3; 055. 10  y-Clújxj; 057: 


11.  y—-C(xt ae; 055. Itt a — állandó, 


12. — thix-kthkt(p- OO; asz. 


13. sztttS ? sz ; 0-2. Itta — állandó 
. c y ,? vsselg 8 ttaz an .- 
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14.  r—tg(p-t-O; 0-7 


vola 


15. (ék DsinptCr— 0; 055. Itt a — állandó. 


c 


st er 

, B. — e. s o — , Pi s-—- ji 2 ; Z  — e 

16 r hd 2cösd 4 — 5 17 r— C(1732cosp); 0 53 
JT LA 

18. xy CC; 0£ 5: 19. x? -k y? — 2C x; 04 5: 


20.  r7-Ccospo; 045 Itt p — állandó. 


21. xy s C; 025. 22. 4 —-Cy sza 1; 055. 
23. r s C (1 - cos 9); 075. 24. rs Csin p; 05: 
25. a x" -- e. xy— ay —C; o0z7 5 Itt a és b állandók. 

26. — My —2Cx — a? — 0; 0-5. Itt a — állandó. 

27.  py-CiV2x; pt 28.  364y-Cx; 07 5. 
29.  xx—C(2iyj; 0z5: 30.  2—-C(C32y); 975. 


b) Geometriai és . ús Hiátávozátlé 
fizikai feladatok 4 zzuk meg az 
y.t4ax—0 (a — állandó) 


egyenletű görbe evolvenseit mint az érintőinek ortogonális trajektóriáit. 
2. Határozzuk meg az 


x-2ucosu— 2sin u, 
yzs 2usin u-t 2 cos u 


paraméteres egyenletrendszerrel megadott görbe evolvenseit mint az érintőinek ortogo- 
nális trajektóriáit. 


3. Határozzuk meg azy — e függvény gör béjének Paralelgörbéit mint a normáli- 
sainak ortogonális trajektóriáit. 


FELADATOK. b) GEOMETRIAI ÉS FIZIKAI FELADATOK 199 


4. Határozzuk meg az 

(x — 2932 46. y? — az (a — állandó) 
hengerfelület esésvonalait mint a szintvonalainak ortogonális trajektóriáit. 
5. Határozzuk meg az 

(y — 222 — 2px íp — állandó) 
parabolikus hengerfelület esésvonalait. 
6. Határozzuk meg a 
22—xgyzé 
egyenletű, cisszois vezérgörbéjű hengerfelület esésvonalait. i 
7. Határozzuk meg a 
x(éty) 
e — yi 


Zs 


felület esésvonalait. j 
8. Egy, az origóban elhelyezett forrás (nyelő) által előidézett síkáramlás sebesség- 
vektora: 


RGNNENNN y ., 
v—cggpjt Tt oggzak 


Ha 0 jelenti a forrás (0 — 0) vagy nyelő (0 - 0) erősségét, akkor az itt szereplő c, —— 
z— állandó jelentése: i 


Ca z 9 pe e. 
Határozzuk meg az áramvonalak egyenletét. (Lásd még I. 5. § Feladatok b) 2.) 
9. Egy homogén testben előálló síkbeli hőáramlást az 

x-yzcC 


izotermák jellemzik. Határozzuk meg a hőáramlás áramvonalait, 
10. Helyezzünk el egy x tengellyel párhuzamos cg — állandó sebességű síkáram- 
lásba egy 0 — állandó bőségű forrást. Az eredő síkáramlás sebességvektora; 


A 0 x . , O y  . 
siet z ezryi "s ery 


Határozzuk meg az áramvonalak egyenletét. (Lásd még I. 5. § Feladatok b) 4.) 


11. Legyen egy az origóban elhelyezett és az x tengely pozitív irányába mutató 
dipólus momentuma M. Az ezáltal létesített síkáramlás sebességvektora: 


csá ME 
step tears 


Határozzuk meg az áramvonalak egyenletét. 


v 


200 II. 3. §. TRAJEKTÓRIÁK . 


12. Helyezzünk az origóba egy, az x tengely pozitív irányába mutató, M momen- 
tumú dipólust az x tengely pozitív irányában haladó c, sebességű párhuzamos áram- 
lásba. (Ideális folyadéknak , végtelen hosszú" körhenger körüli párhuzamos áramlása.) 
Az eredő síkáramlás sebességvektora: 


JEERÉ ai 2xy 

(x? 55 ű MET psi 

Határozzuk meg az áramvonalak egyenletét. —. 

13. Az előző feladatban szereplő síkáramlásra szuperponáljunk még egy !" erősségű 


potenciálos örvényt. (Ideális folyadéknak , végtelen hosszú" körhenger körüli cirkulá- 
ciós áramlása.) Az eredő síkáramlás sebességvektora: 


JEX 8 8 TD y ] gy T vEREsstállt 
ezta zerg Eazii er] 


Határozzuk meg az áramvonalak egyenletét. . 


v — [cd HM 


v— [6-4 


III. SPECIÁLIS TÍPÜSÚ 
MÁSODRENDŰ DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 


1. §. Hiányos másodrendű differenciálegyenletek 


a) y" s f(x) Il A differenciálegyenlet közvetlenül kvadratúrákkal- meg- 
TE oldható, 
Ha ugyanis 

y" — f(x), 


akkor egy első integrál: 


y —ffegd4-C 
és ebből 


ve ffffdddrFCxHCT 


b) A differenciál- 
egyenletből 
y hiányzik: 

F (2, y y) es 0 


A differenciálegyenlét elsőrendűre vezethető vissza, ha új 
ismeretlen függvényt vezetünk be; 


y —p. 
Ekkor ugyanis: 
y" mezt Jé 


és így a megoldandó differenciálegyenlet elsőrendűre redukált alakja: 
F (x, DB, p) eszi 0, 
Ha ennek az általános megoldása; 


G (x, pp. C) — 0, 
akkor már csak a 
G (x,y, C) 50 


differenciálegyenletet kell megoldanunk. Ennek az általános megoldása : 


D (x, y; Ca Cg hazi 0, 
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vagy paraméteres alakban : 


x s p(p, C) 


sz hagiőb 


c) A differenciál- 
egyenletből 
x hiányzik: 

F (y, y y ) sz 0 


A differenciálegyenlet elsőrendűre vezethető vissza, ha új 
ismeretlen függvényt vezetünk be: - 


y sp, 


és y-t tekintjük független változónak. 
Ekkor ugyanis 


ép. dpdy  dp 
—dgdx dy.dx d" 
és így a megoldandó differenciálegyenlet elsőrendűre redukált alakja: 


d 
F [g, D; d? — 0. 


Ha ennek az általános megoldása : 
G (9. D, C1) Ez 0, 


G (9, y ke C,) sz 0 
differenciálegyenletet keli megoldanunk. Ennek az általános megoldása 


zet MEZ át tet — este 


D (x,y, Cs. C9) — 0, 


akkor már csak a 


vagy paraméteres alakban : 


y: p(p, C)) 


Példák 


1. Oldjuk meg az 
y sinxcosx—y 0 
differenciálegyenletet. 
A differenciálegyenletből y hiányzik. Új ismeretlen függvényt vezetünk be: 
y — p; független változó marad x, tehát y" — p.. 
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Behelyettesítve: 
p" sin xcosx —p sz 0. 
Ez az elsőrendű differenciálegyenlet megoldható a változók szétválasztásával: 
Es ESESEESTS sza átlE 
D — sinXcosx 
Mindkét oldalt integrálva: 


injip —iIn:C.tgxI/. 
vagy 


p — C, tg Xx, 
tehát 


y — C, tg x. 
Ebből újabb integrálással : 
v:C0Co— C,lnjcosxIi. 
Ez az általános megoldás. 
2. Oldjuk meg az 
xy" (e $H1—e —-yz-0 
differenciálegyenletet. 
A differenciálegyenletből y hiányzik. Az v" — p, y" — p" helyettesítéssel; 
xp(P-tH-1)—e-pz-0, 
vagy a változókat szétválasztva: 
dx 9-L 
x edFp 
Mindkét oldalt integrálva: 
in x"—]ln C, (e 4 p) [. 


vagy 
x — C, (e? -t- p). 
Mivel 
, gy 
ső Ax z D; 
ezért 


A mi esetünkben 


dx 
dp - C, (e? -F 1), 
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tehát 
iz z p C, (e? 3- 1), 
vagy a változókat szétválasztva: 
dy — (C.peP 4- C, p) dp. 


Mindkét oldalt integrálva: 
p? 
y:— Co peP—C,eP Tt Ci 5 t Cs 
Tehát az adott differenciálegyenlet általános megoldása paraméteres alakban: 
x — C, (eP 3- p). 


i 2 
y-CpP—- Cser C5 FC 
3. — Oldjuk meg a 


2gyy—y"s0 
differenciálegyenletet, 
A differenciálegyenletből x hiányzik. Új ismeretlen függvényt vezetünk be: 
dp 


y — p; új független változó: y. Ekkor y" — dy p. 
A differenciálegyenletbe behelyettesítvé: 
dp 
2yp —"! p — 
VBSTb 0, 
vagy 
dp 
2y — —i — 0. 
p [9-5 
Két eset lehetséges: 
a) p — 0, és akkor y — C egy megoldás. 
b) Z2y — Ha — 0, és akkor a változókat szétválasztva: 


dp ei 2y dy. 
Mindkét oldalt integráljuk: 
ps y? Ti Ci, 


vagy p helyébe y-t írva és a változókat szétválasztva: 
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Mindkét oldalt integrálva: 


rtaz [afa 
- hsz Eg 
Ha C, — 0, akkor ese —]s 5 
Ha C, 50, akkor gy a Arc tg E At 
1 3 lee Vai 1708 e 
s s n FE 


Ha C, c 0. akkor ——- a s — —— art a 
I vac Na Fa 


Így a differenciálegyenlet összes megoldásai: 
vs CC, 
1 
! dalai x $G $; 
VSE ve, tg Ve, (x 4 Cy, 
ys — FieinY Ci xi Cg 
4. Oldjuk meg az 


y-l1szyy" 


differenciálegyenletet. 


A ditterenciálegyenletből x hiányzik.. Az v —p, py" — je p helyettesítéssel: 


i dp 
— ] — —— a 
p vpa 


A változókat szétválasztva: 


Ebből integrálással: 


in y —]Iin C) --pi ln p—l1I, 


vagy 
y s C. epp — 1) 


Másrészt, mivel 


dx 1 
d pp? 
] 
össz 5 E 
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vagyis a mi esetünkben: 


tehát 


dx 68 eP dp, 


xszC edgtcC, 


A differenciálegyenlet általános megoldása eszerint: 


.y 


60, ábra 


vs e,e(p—1 
xs CpeP-kC, 


5. Függesszünk fel egy homogén, állandó kereszt- 
metszetű, teliesen hajlékonynak és nyúithatatlannak fel- 
tételezett köteiet az A és B pontokban. Tegyük fel to- 
vábba, hogy a kötél minden pontjára ugyanakkora 
a(x) — g — állandó (kg/m), függőleges irányú terhelés 
hat. Határozzuk meg azt az v —— y(x) függvényt, mely a 
kötél egyensúlyi alakját meghatározza (60. ábra). 
Ragadjuk kt a kötélnek az x és x, abszcisszák kö- 
zötti szakaszát. Az ezekhez tartozó P és P, pontokban 
érintőirányú 7 és T, erő hat. Bontsuk fel ezeket vízszin- 
tes és függőleges irányú komponensekre, majd írjuk 


fel a P és P, pontok közötti kötélrész egyensúlyát kifejező egyenleteket (lL. Bevezetés, 


9. példát). 


A vízszintes irányú erőkre: 


H — H, — állandó. 


A függőleges irányú erőkre: 


x 
V — Va dXx. 


Ez utóbbiból, ha P) 56 P. akkor 


Mivel T érintőirányú, ezért 


2 


S így 


vagyis 


Xn 
av (x) 
, Paltlllsbájó 

.V 

Y ggg? 
a 1 dV 
v og dx" 
Hy" — gtx). 


Ez a kötélgörbe differenciálegyenlete. 
A mi esetünkben 4 — állandó. A kezdeti feltételek legyenek a következők: 


y(0) sz 0, y (0) — 0. 
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A differenciálegyenlet általános megoldása kétszeres integrálással: 


l (1 
Eszerint a kötél egyensúlyi alakja másodfokú parabola. 
A kezdeti feltételeknek is megfelelő megoldás; 


1 2 
y-oagit 

Megjegyzés. Hava kötelet csak a saját súlya terheli (a9(x) — állandó) és a H 
vízszintes irányú feszítő erő , elég nagy", akkor a fenti példának megfelelő közelítő 
alak lesz a kötél! egyensúlyi alakja. 
6. Legyen egy állandó keresztmetszetű, / hosz- 
szúságú, homogén vízszintes rúd az egyik végén 
befogva. A másik végén, tehát a befogás helyétől 
! távolságra P — állandó, függőleges irányú ter- 
helés hat. Határozzuk meg a rugalmas (súlyponti) 
szál egyenletét (1. Bevezetés, 6. példát). 

A rúd tetszés szerinti x helyén a hajlító 5 
nyomaték (61. ábra): 61. ábra 


M — P(i — x). 


Ha E a rugalmassági modulusz, / a keresztmetszetnek a súlypontján átmenő, vízszin- 
tes tengelyre vonatkozó másodrendű nyomatéka és o a súlyponti szál görbületi sugara. 
akkor 


El 


M — — 
[5 


hé 


Másrészt, ha y — y(x) az a függvény, mely a súlyponti szálat meghatározza, 
akkor 


Feltehetően, a kis lehajlás miatt y" olyan kicsiny, hogy 1 mellett y"? elhanyagol- 
ható. Így közelítőleg: 


1 -- 79 

salts d 
A választott koordináta-rendszerben y"" és M megegyező előjelűek. 
Így a keresett differenciálegyenlet : 


,. 


Kétszer integrálva : 
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A kezdeti feltételek: y(0) — 0, és y"(0) — 0. Az ezeket is kielégítő partikuláris 
megoldás: 


A végpont függőleges irányú elmozdulása, a rúd lehajlása: 


PP 


Izzy) -zTrgi 


Ebben a pontban az érintő iránytangense (ún. szögjárulék) : 


, PP 
tga—m—y() — TE" 


7. Függesszünk fel az A és B pontok között egy homo- 
gén és állandó keresztmetszetű kötelet, melyet csak a saját 
súlya terhel. Határozzuk meg az egyensúlyi alakot. (62. ábra.) 

Legyen a hosszegység súlya: y kg/m. Ekkor az absz- 
cissza egységére vonatkoztatott súly; 


ds TI 78 
62. ábra a(x) — vYagx —yVL4y?. 
Így a megoldandó differenciálegyenlet (1. az 5. példát): 
férek bá ] .L v72 
Új ismeretlen függvényt vezetünk be: y" — p. Ekkor y" — p", és így, mindjárt 
a változókat szétválasztva: 
MINÉL s: ZARÁRRSSB ÉS 0857 
n 4-p H 
vagy mindkét oldalt integrálva : 
arshp — 4. (x -- C) 
vagy ebből: 
Há 
sz sh— (x 4-C)), 
p ÉT ) 
ületve 
, Y 
— sh — (xi C)). 
y 7 ) 


Ezt integrálva, a differenciálegyenlet általános megoldása: 


; a AES 
ÚSEzT y ch gpx tt Cg) -- Ca 
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Az egyensúlyi alak a láncgörbe alakja, 

A C, és C, integrálási állandókat, valamint a H (vízszintes irányú) erőkomponenst 
úgy kell meghatároznunk, hogy az adott L hosszúságú kötél az adott A és B pontokon 
átmenjen. I 

Ha A (x,, yy) és B (Xs, yo), akkor fenn kell állnia a következő két egyenletnek: 


H 
n7- 5 ehg la CT Cs 


H 
AVES hő (x2 tt Cyr Co 


Másrészt 
Xe X2 


L- VTES a — 5 [ax —§ 


5 (9 (x29) —y(x)] — 


H 
ez vin aj Va -4 C,) — zta Og] . 


Ez a három egyenlet egyértelműen meghatározza a három állandót (C,, C, és H). 
8. R belső sugarú, L hosszúságú hengeres csőben, súrlódással stacionárius áram- 
ltásban folyadék áramlik p, — p, nyomáskülönbség hatására. Határozzuk meg az áram- 
lás sebességét a henger sugarának függvényében (1. Bevezetés, 8. példát). 
A megöldandó differenciálegyenlet: . 
dv 1ldv " p.—p 
Fé B ozás 7 il 
(Itt n a súrlódási együttható.) 


A differenciálegyenletet úgy oldjuk meg, hogy elsőrendűre redukáljuk a vád zu 


dr 
úi ismeretlen függvény bevezetésével. Ekkor a megoldandó differenciálegyenlet — a 
— éz — k egyszerűsítő jelöléssel — így alakul: 
du , u 
d A 


Ez egy elsőrendű inhomogén lineáris differenciálegyenlet, melynek általános 
megoldása: 


k 1 
u — 9 rtC€, Fr ,; 
azaz 
dv  k - 1 
a sat 
Innen integrálással adódik: 
va, r" tg CC, In r -t Cs 


14 Közönséges differenciál egyénletek — 41231/VII. 
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Ez a differenciálegyenlet általános megoldása. 
Az, integrálási állandókat a következő feltevéssel határozzuk meg: 


Az áramlás sebessége nyilván mindenütt csak véges értékű lehet. Mivel pedig 
lnr 5 —o0o, har 5 0, kell, hogy C, — 0 legyen. A C, állandó pedig abból a feltevésből 
számítható, hogy a csőfal mentén (7 — R) a folyadék tapad, tehát v — 0, és így 


Cs tzzijömazi 2 R2. 


Végeredményben az ismert (Hagen—Poisewille-féle) parabolikus sebességelosz- 
lást jellemző 


azaz 


t va 27 B (pa — ag) 
IRNNSARSSÁRRARARÁRARREAARERARNT 4 L : 7) 


63. ábra ; 

i összefüggés adódik (63. ábra). 

9. Szabadon lengő rendszert létesítünk oly módon, hogy egy rugót, a ráerősített m 
tömeggel ellentétes végén befogunk; megnyújtjuk bizonyos hosszúságra és szabadon 
hagyjuk. Súrlódás és egyéb energiafogyasztó körülményektől eltekintünk ! Ez esetben 
a kitéréssel aráriyos és azzal ellenkező irányú erő, az ún. visszatérítő. erő ébred. Írható 
tehát, hogy 


PB. —ry. 


Itt az r arányossági tényező az ún. rugóállandó (az egységnyi kitérésre — megnyúlásra 
vagy megrövidülésre — eső erő. Megjegyezzük, hogy szokás rugóállandónak az itt 
szereplő 7 reciprokát is nevezni: 


ez pedig az egységnyi visszatérítő erőhöz tartozó kitérést jelenti). 
Ezzel a kérdéses mozgás differenciálegyenlete: 


d? y 
mzre er 
vagy 
dy o r 
dé —y zzz 6 


Oldjuk-meg ezt a differenciálegyenletet és válasszuk kia t— 0, v — I, AA sz 
kezdeti feltételekhez tartozó partikuláris megoldást. (Megjegyezzük, hogy az adott 
differenciálegyeniet az itt tárgyalttól! különböző, más, egyszerűbb módszerrel is meg- 
oldható, éspedig mint állandó együtthatójú másodrendű homogén lineáris differenciáj- 
egyenlet. — L. a IV. fejezetet.) 
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d szé 
A differenciálegyenlet elsőrendűre redukálható A — v bevezetésével. 


Lesz 


Ezt behelyettesítve: 


Tr 
[d -m [940 


Fejezzük ki innen V-t: 
r 
v — [2 CC, — pert éli 
Egyszerűség kedvéért (és csupán a valós megoldásokra figyelemmel, az állandó- 
nak csak pozitív értéket engedve meg) legyen 
2 Ci E C23. 


gy [/d4-] rg 
de 27 m?]" 


Ebből integrálással adódik: 


VE ses [7 sz —tt ly 

y . .m Cal 
n(/2.21-VL 

arc sin [ JE E] Vert 


Ebből a differenciálegyenlet általános megoldása: 


yz c VE sin t4C4 e 


Az integrálási állandókat a kezdeti feltételek behelyettesítésével határozhatjuk 


IszC, V" sin C a; 
dy §/T 
ge sC,cos WE t-t cd], 


Akkor 


vagy 


meg: 


és mivel 
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212 
ezért 
0 tsz 68 cos Ci 
A C, — 0 esetet ki kell zárnunk, mert ekkor v — 0 volna. Ezért kell, hogy 
cos C4 0 
tegyen, azaz 
Jn 
C, — 3 -- k 91. 
Ezzel 
m (ta, 
1—C,[/7 sin ; Tt m]; 
és innen 
Ji 
Cs te - I igagai f 
— fm 


k — 2n -k 1 esetén a negatív, k — 2n esetén pedig a pozitív előjel érvényes). 


A kezdeti feltételekhez tartozó partikuláris megoldás tehát: 


p— et ts [51656 ra, 


vagy felhasználva a sin fe -- a tk m) — IZ cos a összefüggést, ez így is írható : 


is 
y — (/ cos Ve t. 
m 


A rezgőmozgás körfrekvenciájat 


Tr 
69) s sasszé 
v m 


2 .m 
On : p 


A másodpercenkénti rezgésszám : 


A teltes rezgés ideje: 


1 Wg 1 r 
va 7 SzEstlt tear E7eZ 


£4 — 3z  Zzfm 


A nyugalmi helyzetből (középhelyzetből) egyszer kitérített tömeg tehát — a 


tömeg és a visszatérítő erő (illetve rugóállandó) nagyságától! függő frekvenciával — 
lineáris (egyenes menti) harmonikus rezgőmozgást fog végezni. A kilengés (amplitudó) 
nagysága a kezdeti kitéritéstől függ és állandó, vagyis az egyszer elindított mozgás. 
periodikusan ismétlődve, állandóan fennmarad (csillapítástól eltekintettünk )). 


10. 


Ha a hosszú egyenes rudat a két végén nyomó erők terhelik. akkor — bizonyos 


körülmények között — a rúd kihajlik (kerületi feltételek: y(0) — y(/) — 0). 
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Az A ponttól x távolságban 3 
hajlító nyomaték 


M-Py (64. ábra). 
Így a rugaltnas szál differenciálegyenlete (I. 6. példát): 
Ve P vi 
y Hú TE? 
y 
P Lesz éaa P 
vagy az a! — sál jelöléssel: He 3 5 HA 
"IE : t ; 
y" HFHalysz 0. n4. ábra 


Ennek a differenciálegyenletnek az általános megoldása; 
y — C, sin a x 3- C, cosa x, 


A mi esetünkben általában az adódik, hogy 


C  sCo:50, 
vagyis 
y 0, 
a rúd nem hajlik ki. 
Ha azonban 
sina ll — 0, 
vagyis 
alt ekn, kel 2 3.592) 
azaz 
IE ri 
P-P,—-k man? Fi (kritikus terhelés), 

akkor 


y7-C,sinax, 


bármilyen C, értékkel is megoldás. Ilyen terhelésnél a rúd egyensúlya közömbös 
(indifferens), a rúdnak számtalan sok lehetséges egyensúlyi alakja lehetséges A rúd a 
legkisebb keresztirányú erőhatásra kihajlik. 


11. A fizikai ingának a függőlegestől való eltérési szöge: p a következő differenciál- 
egyenletnek tesz eleget: 
d" p 


PT s —/mgsin op. 


Itt íz jelenti az időt, / az ingának a forgástengelyre vonatkozó tehetetlenség: 
nyomatékát, ! a súlypontnak a forgástengelytől való távolságát, m az inga tömegét. 
végül g a nehézségi gyorsulást. 

E hiányos differenciálegyenlet megoldására alkalmazzuk a 


dp 
d PO 
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helyettesítést. Ezzel 


Ip — —/mgsin gp. 
Ebből — a változókat szétválasztva — és integrálva: 
p" 
si lm g cos p -k Cs. 
Legyen p — 0 esetén p — pg, akkor 


I9-img4C 


vagyis 
I (p? — pi) — 21mg(cos p — 1). 
Ebből pedig 


, ,2lmge 
p — Vere — (cos p — 1) 


vagyis 


B a ám ET Sa 6 9 Aa eat e 5 tm sale em ——g—.—n 


dp. ]/ . .21mg vek 
dt s JÉ .- HA S (cos p EZEz 1). 


A továbbiakban csak azzal az esettel foglalkozunk, amikor van olyan p— a 
B d 5 ép 3 ; 
kitérés, melyre 1; sz: 0; kizárjuk tehát az , átforduló inga" esetét. c. értéke akkor p 
szélsőértékét, tehát a maximális kilengés szögét jelöli. A p — a helyen tehát 


SSzTzz TE 
0 — Vni -k E (cos, — 1), 


s innen 
ésa 


im 
pi — — —e (cos a — 1). 


Ezzel a p-re talált elsőrendű differenciálegyenlet így módosul: 


ES 


dp  ]/2i1mg 
a 7 [ (cos p — 1) — (cosa — 1], 
vagy 
SANN ELITRE ERENYZ A 
sző iger as 2 sin 5 7 2sin 5): 
végül 
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malma 


sine s sin ? 


Szétválasztva a változókat: 


Ha feltesszük, hogy t — 0 időpontban p — 0, akkor ebből integrálással : 


2 img j i a pr 
..2 — nz r 
V/sin 9 sin 3 


Itt a jobb oldalon fellépő integrál nem fejezhető ki elemi függvényekkel, csak az 
ún. elliptikus függvények segítségével. 


Megiegyzés, Kis szögkitérések esetén, amikor a , 
sin p 5 p közelítés megengedett, a megoldandó differenciál- 
egyenlet igy módosul: 


Znnek a megoldása pl. a 9. példa mintájára határozható meg. 


12. Az (x,y) síkban egy m tömegpont mozog egy, az Or1- 
gótól mért távolságával arányos erő hátására. Induljon a 63, ábra 

t — 0 időpillanatban az (a, 0) pontból, az x tengelyre 

merőleges v, kezdősebességgel. Határozzuk meg a pontmozgás pályagörbéjét (65. ábra). 


Legyen a tömegpont a t időpontban a P (x, y) pontban. A ráható erő P O irányú, 
és abszolút értéke k r, ahol 7 jelenti az OP távolságot. és k arányossági tényező. 
A tömegpontra ható erő x és p irányú összetevője: 


B. —-C—krcospza-—kx, 
illetve ts 
I P 5 —krsinps—ky. 
A mozgásegyenletek: 
más — kx, 
illetve 
Mindkét differenciálegyenlet hiányos másodrendű differenciálegyenlet. 
8 elé : 
Tema 
dt 
illetve I 
dy 
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helyettesítéssel; 
mu szsi s — kx, 
dx 
illetve 
mv jé mm — kv. 
dy 
Ezekből 
ui 2. h 22 — Cy 
illetve 
vé -k 8 y Ce 


Az integrálási állandókat megkapjuk, ha az u — 0, v — vgy, x — a, y — 0 értéke- 
ket behelyettesítjük. Ekkor lesz 


k 2. kk a 
éb 88: E 
iletve 
k I 
öE EV 


Visszaírva az eredeti változókat, lesz: 
ds jazzes 
dt pa Va — a. 
dy . T/k vi m 
dt 7 VA Ve 178 


Ezekből a differenciálegyenletekből — az x — a, y — 0, t — 0 kezdeti feltételek 
figyelembevételével — kapjuk: 
já 
x — a cos t, 


m 
m . k 
pen] sin [// 


Ez a két egyenlet a pályagörbe paraméteres egyenletrendszerét alkotja. A t para- 
métert kiküszöbölve, kapjuk az 


iletve 


iletve 


xx  y 
a Vga 
k / 


egyenletű ellipszist. 
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Feladatok 


a) Gyakorló me 1 
feladatok I. B0 NEm emet a 
VI — x? 


2. 


4. 


6. 


8. 
10. 


12. 


14. 
16. 
18. 


20. 
22. 
23. 
25. 
27. 
28. 
30. 
31. 
32. 
34. 
35. 
37. 


39. 


"sz véli fj 3, y" - eezéső — 0. 
(1 -- sin x)2 py" -- cos x — 0, 5. (2 4x ED) yrhxh2 0. 
yi — sin 7. (1 — x9) y" 3 xy —0. 
2xy" Hy — 0. 9. y-y—-xdt 2. 
y ay he, II.  y"42y se. 

y" R y txsinx. 13. xy" a 2xy! — 3. 
xinx-y" — y" 3 x In! x. 15. . y" Thy e 

xy —y s x, 17. y3y "c 1. 

2y" 4 y? 0. 19. yy" —1-y? 

y 4tltyS—-0 21. . y" — e. ; 

y ( — Inyyy" 4 (1 3-Inyyy? — 0. ; 
VESSE Je 24. y"-04y?y. 
2y"—(4—-—Dy". 26. — 6y"(2y?—y)—I. 
yo: trTD(Wy—2-ty (8y?—4y 341270. 

y (a 3y?)—3y" —0. 29.  y"—y? S ylny. 
y ky": cl, 

y" -- (x — a)y? — 0. Itt a — állandó. 

2yy" —y?, 33. yzy? —y5. 
y" hy?-k 2 ay? — 0. Itt a — állandó, 

y 94—-1D-2y". 36.  y" xy, 

y z-2yő. 38. — y" ay? yy?. 


1 
y" za s y -k y" ész 0. 40. py"? Ez 1. 
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6) Geometriai és 1. Határozzuk meg annak a görbének az egyenletét, 

fizikai feladatok amelynél a normális hossza a görbe pontjától az x tengelyig 

egyenlő a görbületi sugárral. 
9 A Határozzuk meg annak a göfbének az egyenletét, amelynél a normális hossza 
fele akkora, mint a görbületi sugár. 
j I ; géz 98 mk? 
3. Az m tömegpont síkmozgást végez egy, az origóból feléje irányuló By vonzó- 
erő hatására. Itt m a tömeg, r a távolság, k arányossági tényező. A t — 0 időpontban az 
k ; ű i 

(a, 0) pontból v, — a sebességgel az x tengelyre merőleges irányban indul. Határoz- 


zuk meg a pályagörbe egyenletét, 
Alkalmazzunk polárkoordinátákat és vegyük figyelembe hogy a gyorsulásnak 
rádiuszvektor-irányú és erre merő TEK összetevői: 


ük vrlál 


a dr dp 
2m dt ze i 
4. Az m tömegpont az x tengely mentén mozog, miközben az origó felé irányuló, 


m k? x nagyságú erő hat rá. Határozzuk meg az x — x(t) függvényt az x(0) — a,x(0) — 0 
kezdeti feltételek figyelembevételével. 


5. Egy hengeres rúd csavaró lengéseit az 


tr 


differenciálegyenlet határozza meg. ltt /,, jelenti a lengési középvonalra vonatkozta- 
tott tehetetlenségi nyomatékot, p a-kitérés szögét, t az időt, G a totziómoduluszt 
(csúsztató rugalmassági tényezőt), I, a keresztmetszet poláris másodrendű nyomaté- 


32 


Oldjuk meg ezt a differenciálegyenletet a ts 0, p — po Ha — 0 kezdeti fel- 


4 
kát [d átmérőjű kör-keresztmetszetnél ? Rt B). és / a rúd hosszát. 


tételek figyelembevételével. 


6. Az l hosszúságú, állandó keresztmetszetű, homogén, vízszintes, egyik végén 
befogott rúdon p kg/m egyenletesen megoszló, függőleges terhelés van. Határozzuk 
meg a rúd legnagyobb lehajlását. 

7. Az l! hosszúságú, állándó keresztmetszetű, homogén, vízszintes, egyik végén 
befogott rúdra a szabad végén M mkg hailító nyomaték hat. Határozzuk meg a rúdvég 
lehajlását. 

8. Az ! hosszúságú, két végén alátámasztott, állandó keresztmetszetű, homogén, 
vízszintes rúdon p kg/m egyenletesen megoszló, függőleges terhelés van.. Határozzuk 
meg a rúd legnagyobb lehajlását. 


9. Az előző feladat, ha a terhelés a rúd közepén (5-1) P kg függőleges irányú, 
koncentrált erő. 


FELADATOK. b) GEOMETRIAI ÉS FIZIKAI FELADATOK . 21$ 


10. Az előző feladat, ha a P koncentrált erő az egyik alátámasztástól a, a másiktól 
b távolságra van (a 4- b — 0. 


4 3 8 á sz őz . a 
11. Az x tengelyen mozgó m tömegpontra egy az origó felé irányuló, lás nagy- 
ságú visszatérítő erő hat (k az arányossági tényező). Ha at — 0 időpillanatban x — a és 
k 
sás and s ; határozzuk meg az x — x(t) függvényt. 


dt 

12. Az előző feladat, ha a kezdősebesség pé. sz e ű . 

13. — Az x tengelyen mozgó m tömegpontra egy, az origóból a pont . felé mutató 
úr nagyságú taszító erő hat. Ha a t — 0 időpillanatban x — a és ön sz jő hatá- 
rozzuk meg az x — x(t) függvényt. 

14. Az előző feladat, ha a kézdősébesség " 1. — zz . 


15. vo kezdősebességgel, függőleges irányban felfelé hajítunk egy m tömegű tes- 
tet. Tételezzük fel, hogy a levegő ellenállásából származó erő a sebességnek (m k)- 
szorosa. Határozzuk meg a h,.., magasságot és az ennek eléréséhez szükséges ( időt, 
16. va kezdősebességgel, függőleges irányban felfelé hajítunk egy m tömegű tes- 
tet. Tételezzük fel, hogy a levegő ellenállásából származó erő a sebesség négyzetével 
arányos (k az arányossági tényező). Határozzuk meg azt a végsebességet, mellyel a test 
a földre visszaesik. 

17. Egy lövedéket v, kezdősebességgel, a vízszinteshez képest a. szög alatt lőnek ki, 
Tegyük fel, hogy a levegő ellenállása a sebességgel arányos. Határozzuk meg a pálya- 
görbe egyenletét. 

18. Az m tömegpontra egy az origótóil mért távolsággal arányos taszító erő hat 
A t — 0 időpillanatban az (a. 0) pontból, az x tengelyre merőlegesen, v, kezdősebes- 
séggel indul. Határozzuk meg a pályagörbe egyenletét. 


k: . 8 
19. Az m tömegpont az (x, y) síkban mozog. Az origóból s nagyságú vonzóerő 


sggjl 2 
hat rá. Ha a t — 0 időpillanatban az r — a, p — 0 pontból, v, — kő kezdősebesség- 


gel indul a p — 0 egyenesre merőleges irányban, határozzuk meg a pályagörbe egyenle- 
tét polárkoordinátákban. 


k 
20. Az előző feladat, v, — — kezdősebességgel. 


Va 


2. §. Hiányosra visszavezethető másodrendű differenciálegyenletek 


a) Másodrendű A másodrendű lineáris differenciálegyenlet általános alakja: 
 líneáris 
differenciál- a(x)y" th b(x) y" 3- c(x) y — ff. 
egyenletek 


Ha f(x) — 0, akkor a differenciálegyenlet homógén lineáris 
. egyébként inhomogén lineáris. Feltesszük, hogy a(x), 
b(x), c(x) és f(x) valamely a cx CB intervallumban folytonos függvények, és itt 
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a(x) s- 0. Ez esetben — a differenciálegyenletet a(x)-szel végigosztva — nyerjük az 


y thy TfL)y— fs) 
differenciálegyenletet. 

Anélkül, hogy részletekbe bocsátkoznánk (1. még a IV. fejezetet, továbbá a soro- 
zat további köteteit), megemlítjük, hogy ennek a differenciálegyenletnek az általános 
megoldását általában nem tudjuk meghatározni. Ha azonban ismeretes az adott differen- 
ciálegyenlethez tartozó 


Y" 3 he) Y 4 fW4)Y-0 


homogén lineáris differenciálegyenletnek egy partikuláris megoldása, Y ,, akkor az adott 
differenciálegyenletet az 


y — u(x) Yv, 


helyettesítéssel hiányos másodrendűre lehet visszavezetni. Ha ugyánis ezt a helyet- 
tesítést végrehajtjuk, nyerjük az 


Y.1 4 020Y 34hnYDuF(YaHY HI YDua—f, 


differenciálegyenletet, melyből — figyelembe véve azt, hogy Y, 2 homogén lineáris 
differenciálegyenletnek egyik megoldása — az u — u(x) ismeretlen függvényre az 


Yu" 4(2Y tf YDu —f, 
hiányos másodrendű differenciálegyenlet adódik. 


b) Másodrendű Tulajdonítsunk az 
homogén közöl 
,dimenziójú" F(y".y,y xx -0 
differenciál- A . j új e 
egyenletek differenciálegyenletben (itt F az argumentumainak racioná- 


lis egész függvénye legyen) a változóknak dimenziószámo- 
kat a következőképpen: Legyen x-nek és a dx differenciál- 
nak a dimenziója 1 és így x" dimenziója k. Legyen továbbá y-nak és a dy, d?y díifferen- 
ciáloknak a dimenziója n és így v! dimenziója In. 
A dimenziószámnak ilyen értelmezése alapján 


dy ,. gas 
y — —- dimenziója: n— 1 
y dx j ? 


y 

"" mm ——, dimenziója: n — 2. 
dx" : 

Ha most az adott differenciálegyenletben mindegyik tag dimenziója, vagyis az 
egyes tagokban szereplő változók dimenzióinak összege megegyezik, akkor a differen- 
ciálegyenletet homogén dimenziójúnak nevezzük. 

A homogén dimenziójú másodrendű differenciálegyenletet hiányos másodrendűre 
lehet visszavezetni, az 

x7 e, 


ys ver" 
transzformációval (l. még I. 2. § d)). 
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Példák 


1. Oldjuk meg az 
x2Inx-y"— xy 4ysxlnéx 


másodrendű inhomogén lineáris differenciálegyenletet, ismerve a hozzátartozó homo- 
gén lineáris differenciálegyenletnek egy partikuláris megoldását; Y, — x. 
A díifferenciálegyenlet általános mégoldását 


v— ux 
alakban keressük, ahol u — u(x) egyelőre ismeretlen függvény. 
Mivel 
y —ud ux, 
y" — 2u -t u" x, 
ezért ezek behelyettesítésével: 
u" sölnx 3 (2 $lnx — 29) u — xx In? x, 
vagy (x —£ 0 feltevéssel): 
u" xlnhnx4(21inx—1)u — In x. 
Ez pedig az u! — p, u" — p" helyettesítéssel a 
. pxlinx42lnx—Dpzjln?x 


elsőrendű inhomogén lineáris differenciálegyenletre vezet. 
Ennek az általános megoldása: 


Iinx 1 I 
p: €, EI ln x. 
vagyis 
j Iinx 1 
ü — C, atTs ln x, 
ahonnan 


i 1 1 
u C[— , nx— hzxinx— 9x-b Cs 


vagyis végeredményben: 
y—-Cox—€ (nr) S ünx — 1). 


2. Oldjuk meg az 
xy" FF xy? zyy 
differenciálegyenletet. 
A differenciálegyenletben szereplő egyes tagokhoz hozzárendelhető dimenzió- 
számok: 
2n—1, 2n—1, 2n—1, 
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Tehát, ha n — 0, akkor valamennyi tag dimenziója — 1, azaz a differenciál- 
egyenlet homogén dimenziójú. . 
Alkalmazzuk az 


transzformációt. kkor 


Ezeket behelyettesítve: 


dy dy —2y u y sag" dy —a 
ay [4 aes telne] ne 
vagyis B 6 
a) 19. I911 2 e-a[dy 2 
ú Past dal p u] 
vagy 
d"y dyy dy 
vas tiál 77 úg 


Ez pedig egy hiányos másodrendű differenciálegyenlet. 


A szokásostól eltérő módon egyszerűbben is meg tudjuk oldani, mert a differen- 
ciálegyenletnek mindkét oldala teijes differenciál: 


d dy d 
áz P aal 7 ág 0 


gy 
vag YT Ce 


Mindkét oldalt integrálva: 


Ebbő! viszont a változókat szétválasztva és integrálva: 
y? 3 C, s Co elt; 
vagy visszatérve az eredeti változókra: 
y3C CC, 
Ez az adott differenciálegyenlet általános megoldása. 


Feladatok 
2) Lineáris — Oldjuk meg az alábbi másodrendű lineáris differenciál- 
kgzkázkbszt táj egyenleteket, ismerve a megfelelő homogén lineáris d1f- 


ferenciálegyenletek egy-egy partikuláris megoldását (Y): 
L. x- (Inx— ly" — xy 34 y — (xinx — a); Y) — x. 
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2. xy" —(13§xythyexe; Y —e. 


ÉS ; sin x 
3. xy" t2y txy-0; Y-t sg. 


4. y  sinnx —y sinxcosxtbtyzusinx; Y, — sin x. 

5. — ($2—2x3HVADy —xéy tt (2x—2)ye0; Y,—e, 

j (2x — x2) y" 3 (x2—2yvy 3(1—o9y—-4xt— 102312; Y,— e. 
y"t(gx—2ctgx) y" t- 2cetgjx-y— 0; Y,— sin x. 

8.  x2(1—21]nx)y" -4 x(i 34 2 nx) y — 4y — 2x1lnx— 3x; Y) — xi. 

9. (x cos xX — sin x)y"" bh xsinx:y —sinx:y — xcos2x; Y) sz x. 

10. sin? 2x:y" 3 sin4x:y—4y—0; Y, —tgx. 


b) Homogén 1. xy" sz 2y. 
, dimenziójú" ásd hag 
differenciát- 2 xy 4xy—-yzsz0. 
egyenletek 


Sz eszztaázlázgi JA xy" — 2xy Th 2y — x. 
4 xyy" zaexyt gy. 5. xty" 2 — xy 


IV. ÁLLANDÓ EGYÜTTHATÓJÚ ÉS ILYENRE VISSZAVEZETHETŐ 
LINEÁRIS DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 


a) egerke kra 1 Az n-ed rendű lineáris differenciálegyenlet általános alakja: 
1necari1s 
differenciál- a k)y"9 ha, , (gyer 4... a(x) y-t 


egyenlet általá- 
nos megoldása - aj(x) v" -- a (x) y — Kx), 
ahol az a(x) ((—0,1,2,...,n) együtthatók és f(x) az a Z x CB intervallum- 
van folytonos függvények és a,(x) E 0. Ha f(x) — 0, az egyenlet homogén, különben 
inhomogén. 

Az inhomogén lineáris differenciálegyenlet megoldása szorosan összefügg áz 
ugyanazon bal oldallal bíró 


a, (x) YE? 3 a, (2 Y46D 3 ...h ata Y" tat) Y Fagy -0 


homogén lineáris differenciálegyenlet megoldásával. Ennek az általános megoldása, 
ha Y,, Y,,..., Y, egymástól lineárisan független n darab partikuláris megoldás, 
a következő: 


Y — C, Y, HC, Y2 tt ...-kC, b st 
Az inhomogén lineáris differenciálegyenlet y általános megoldása mármost egy 
ya partikuláris megoldásnak és a homogén egyenlet Y általános megoldásának összege: 


vy—-ytY-y itce Y13C9Y.rt...kC,Y,. 

Az Y,, Y2, . . . , Yan megoldásokat általában nem tudjuk előállítani, ha azonban 
ezeket ismerjük, akkor v, meghatározható az állandók variálásának módszerével. E cél- 
ból keressük y,-t az 

Va — C(x) Y, -C(x) Y. FH... C 6) Y, 
alakban. A C,(x) tüggvények deriváltjai a következő lineáris egyenletrendszerből számít- 
hatók ki; 
CC) Y.tHCY2.-...HCOY —0 


CI Y EC YoEse FÜL YI S0 


CI Yín—2) -- Gs YIn- 3) 3... c. yin—2 — 0 
; CC 3 kh C ff) 


Mivel az Y,(i— 1,2,...,n) függvények egymástól lineárisan függetlenek, 
ez az egyenletrendszer egyértelműen megoldható az ismeretlen C,(x) függvények. der1- 
váltjaira. Ezekből pedig integrálással kapjuk a C,(x) függvényeket: 
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b) Állandó együtt- Az 
hatójú homogén 
lineáris diffe- a, yV9 3- a, , yb 3 ...t ay" Hay tayz0 
renciálegyenlet 


(a, £ 0) 
állandó együtthatójú homogén lineáris differenciálegyenlet általános megoldása; 


y Ce" 3- Co ex 3- . . . 4 C, et, 
ahol . 
A, ( s1,2,...,n) 
az 
a An a 1 Ab... a AZ aA ha, z0 
karakterisztikus egyenlet gyöket. (A, An ha 1:£k.) 
Ha azonban A, —A, —... A, (m —z n), akkor a megoldás megfelelő része: 


(C, HCox-...-HCOC,xm7 e, 
A komplex gyökpároknak megfelelő rész valós alakban irható a következő mintára: 


Ha 
A, sa cris, 
As,sza—iB, 
akkor az általános megoldásban szereplő 
C, eux 4 C, ea 


tagok helyett — az Euler-féle összefüggések alapján — írható: 
ex (C, cos B x 4 C, sin 8 x). 


Ha a komplex gyökpárok is többszörösek [m s 5) azaz pl. 


és 
A ni SA ng EZ Les sAgmn sa HEG B í, 
akkor a megoldás megfelelő része helyett, valós alakban írhatiuk: 
eex ((C, t C, x -k . . . CC, xm—n) cos Bx- (Ca FOna2 Xt .eHCgm XT sin 82), 


c) Állandó együtt- Ha az állandó együtthatójú 
hatójú inhomo- új; ; 
gén lineáris any FC pH. ..-b-ay hFay tagy —hHx 
differenciál- . j ; : 
egyenlet meg- inhomogén lineáris differenciálegyenlet tobb oldalán álló 
oldása kísérle- — ( f(x) függvény csak olyan tagokból áll, melyeknek csak 


tező feltevéssel véges számú lineárisan független deriváltjaik vannak, akkor 


. az állandók variálásának hosszadalmas módszere helyett az 
inhomogén egyenlet y, partikuláris megoldását kisérletező feltevéssel (próbafüggvénnyel, 
Ansatz) határozhatjuk meg. Ilyen függvények az alábbiak: 

a, ePx, a cos B x, a sin B x; ay xk -k apa ER... tax tag 
vagy ezek tetszőleges lineáris kombinációja. 
15 Közönséges differenciál egyenletek — 44 251/VII. 
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a) Mindenekelőtt összeírjuk az f(x) tüggvényben szereplő tagokat és különböző 
deriváltjaikat (az állandó együtthatók nélkül). Ha ezek közül egyik sem szerepel az 
adott differenciálegyenlethez tartozó homogén egyenlet megoldásai között, akkor ezek- 
nek lineáris kombinációja alakjában kereshetjük az v, megoldást. 

Pl. ha 

f(x) — xte2 3 sin 3x, 


akkor, mivel a jobb oldalon szereplő tagok és deriváltjaik (az állandó együtthatók 
nélkül) : 


x2 e2x, x e2x, e2x, Sin 3x, cos 3x, 


ha ezek egyike sem megoldása a homogén differenciálegyenletnek, akkor feltesszük, 
hogy 
yo — (Ax? 4 B x 3- OC) e 3-D sin 3x 3- E cos 3x, 


ahoi A, B, C, D és E egyelőre ismeretlen állandókat jelentenek. 

B) Ha az előbb említett függvények közül némelyek szerepelnek a homogén 
rész megoldásai között, akkor mindenekelőtt úgy osztjuk csoportokba az előbb említett 
függvényeket, hogy egy-egy csoportban az egymásból deriválással származtatott tagok 
legyenek. Ha ezen csoportok valamelyikének egyik tagja a homogén rész megoldása, 
akkor ennek a csoportnak mindegyik tagját megszorozzuk x-nek azzal a legkisebb ki- 
tevőjű hatványával, mellyel megszorozva. már e csoport valamennyi tagja különbözn: 
fog a homogén rész megoldásaitól. A próbafüggvényben azután ezekkel a tagokka! 
helyettesítjük a szóban forgó csoport eredeti tagjait. 

Pl. ha f(x) ugyanaz, mint előbb, két csoportunk van; 


x2 etx, x ex. e?x 
és 
sin 3x, cos 3Xx. 
Tegyük fel, hogy a homogén rész megoldása: 
(C, -t Cs x) ex 3 C, e. 


Mivel az első csoportból e2x és x e2x megoldásai a homogén differenciálegyenlet- 
nek, ezért a próbafüggvény: 


v — xx (Ax? 34 Bx 1 O) ex th Dsin3x 3- E cos 3x. 


Megjegyzes. A lengéstanból vett analógia alapján a 8) esetben azt mond- 
tuk, hogy rezonancia esete áll fenn. x-nek az a kitevője, amellyel képezett x"hatványt 
szorzóként alkalmazzuk, rezonancia esetében jelzi a rezonancia többszörösségének 
számát. Így a felhozott példában kétszeres rezonancia áll fenn. 


d) EGSEEÉTola Az 
íneáris e. ua ; 
differenciál- a, xn yi pa, xy PH... hay th 
egvenlet K , 

4 a, xy hagy — ju) 


ún. Euler-téle differenciálegyeniet — melyben az a, (k — 0, 1, 2, , . . , n) együtthatók 
állandók — az 


XxX- e 
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helyettesítéssel állandó együtthatójú lineáris differenciálegyenletre redukálható. 
(Hasonlítsuk össze ezt az eljárást a III. 2. § b)-ben mondottakkal !) 
Az Euler-féle homogén lineáris differenciálegyenletet meg lehet oldani az 

Y — x? kísérletező feltevéssel is. 
Péld ák 
1. Az 

xXlnx:y" — xy 34 vu xln2x 
inhomogén lineáris differenciálegyenlethez tartozó 

xxlinxY"—xY -tHY-0 
homogén lineáris differenciálegyenlet általános megoldása: 

Y  C€), x 4- C, (In x 3-1) (I. III. 2. § 1. példát. 


Az inhomogén egyenlet egy partikuláris megoldását az állandók variálásának módszeré- 
vel keressük; 
yo 7 T(9xtHCX9 (nx- 1, 


Ekkor 
Co xtC (nxti1-0 
1 
Cs te FO szi in Xx. 
Ebből 
Cs s1lnx-3il, 
C, — — x, 
és innen 
C, — xinx, 
xt 
GC  — 9 
Tehát 
xé 
yo, — s (nx— 1. 


Végeredményben az adott differenciálegyenlet általános megoldása: 
xé 
y — y-t klza (in x — 1) -- C, x 3- C, (ln x -- 1). 
2. Az 
py zzg 2y"" SSE 3y" zt 10y —— 0 
homogén lineáris differenciálegyenlethez tartozó karakterisztikus egyenlet; 


AS — 24? 34 310 0. 
Ennek gyökei 
hp — 24, —-279§tit4Ar—2—i 


19" 
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Így az általános megoldás : 
y s C, e7?x -p e3x (C, cos x -k Cs sin x). 
3. Az 


VEGES E SSE 


inhomogén lineáris differenciálegyenlethez tartozó homogén egyenlet: 
Y" 33Y 32yY —u. 
A karakterisztikus egyenlet: 
Ennek a gyökei: 
Az sz — 2, A, — — 1. 
A homogén egyenlet általános megoldása tehát: 
Y — C, e2x 4. C,e7z, 


Az inhomogén egyenlet egy partikuláris megoldását az állandók variálásának 
módszerével keressük, i 
Yo — C,(x) e72x -k C (x) e 
alakban. Ekkor 
Ci e72 HC) e7 sz $ . 


1 
2C, e Ce ITa" 
Innen 
2x e 


s ebből integrálással: 
C, In (o 41 -e, 


C; s ln (e" -- 1). 
Ezekkel 
yo, me )in(e 41) — e! 3 e7"in (ex 3- 1). 


Az adott differenciálegyenlet általános megoldása tehát: 
y sz e72 (ln (e -- 1) — e) 4 e7: In (ee -- 1) 4 C) e72 Co e7:, 


4. Az 
y" 3§4y — Sy t3y—6x— 1l1x — 14 


differenciálegyenlethez tartozó karakterisztikus egyenlet: 


AS AZ — 5A 4-3—(A — I) (A -4 3) — 0. 
Ennek gyökei: 
Aj sA,sl, 


As — — 8. 
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Így a homogén egyenlet általános megoldása: 
Y — (C, 4- C, x) ee 3- C, e73 
.A jobb oldalon álló x?, x és deriváltjaik alapján feltesszük, hogy 
y Ax H3BxdiC. 
Ha ezt behelyettesítjük az eredeti differenciálegyenletbe: 
34 x? 3- (— 104 7- 3B) x -- (2A — 5B -4- 30) um 6 x? — Ilx — 14. 


Ha a kísérletező feltevés valóban megoldást ad, akkor ennek az egyenletnek fenn 
kel! állnia minden x-re, vagyis 


3A — 6 
— 104 7- 38 — — 1Il 
2A — 5B -- 3C — — 14, 
azaz 
452, B—3.C€C——l. 
Tehát 
y:2xXt3x—l. 
Végeredményben 
y — (C, -- C, x) ez -- Cs e73x -p 2 x? 4 3x — 1. 
5. 


pi 4. gy" 34 16y 0 
homogén lineáris differenciálegyenlethez tartozó karakterisztikus egyenlet 


A4 3. BA2 3. 16 — (A? 3- 4)2 — 0, 
s ennek gyöket: 
Ag SAE Zt Ag A get 
Így az általános megoldás, mindjárt valós alakban: 
y — (C, 3- C, x) cos 2x -t (Cs 3- C, x) sin 2x. 
6. Az 
y ő tyséhth2xte 


inhomogén lineáris differenciálegyenlethez tartozó homogén egyenlet: 
y"" a 8 y" — 0 
A karakterisztikus egyenlet: 


A3 4At —At(A 341 7-0 
Ennek gyöket: 
Ag ES Ag sz0, As sz — 1]. 


A homogén rész általános megoldása: 


js Y — C, t C, x 3 Cs, e. 
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Az inhomogén egyenlet jobb oldalán álló függvényekből és deriváltjaikból 
Ax" 3Bx3-CitDe 


adódnék próbafüggvénynek, azonban figyelemmel arra, hogy B x és C szerepel a homo- 
gén rész megoldásai között, az első három tagot x?-tel kell szoroznunk: 


y —X(AxXxtBx-tOTh4hDejJscAxttBx-tCx 3 De, 
Ha ezt behelyettesítjük a differenciálegyenletbe: 
12A x? -4- (244 -- 6B) x -- 6B 73- 2C 3 2D e: — x? 3- 2x t- e 
Az együtthatók összehasonlításából kapjuk: 


124 —], 
24A 1 6B — 2, 
68 --2C — 0, 
2D —]1, 
s innen 
pezsi ő B—-C—-0 Des: 
"12" ESSZÉ 9" 


Így az adott differenciálegyenlet általános megoldása: 
l 1 
y5C, t C,xt Cser" -k 13 x4 -k 9 2 


7. Az 
y" táp —3xcosx 
differenciálegyenlethez tartozó 
Y"34Y-—0 
homogén egyenlet megoldása: 


Y s C), sin 2x tt C, cos 2x. 


Az adott egyenlet tobb oldalán álló x cos x függvény és deriváltjai a következő 
tagokat adják (állandó szorzóikat elhagyva): 


XCOoSX, XSiIn x, cos x, Sin X. 


Mivel ezek közül egyik sem szerepel a homogén rész megoldásai között. ezért a 
próbafüggvény: 
yo — 4 x cos x 3- B x sin x -- C cos x 4 D sin x. 
Ha ezt behelyettesítjük az adott egyenletbe, kapjuk 


34 x cos x t- 838 x sin x -- (2B -- 30) cos x -- (3D — 24) sin x — 3x cos x, 
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Így a keresett általános megoldás: 


. ; 2 . 
y s Ci sin 2x -k Ce cos 2x -b x cos x -b 2 Sin x, 
8. Oldjuk meg az 


xy" 4 2xyy—2ye134x 
Euler-féle differenciálegyenletet. 
Alkalmazzuk az 


xz e 
helyettesítést, Ekkor 


, gy dt dyl 
— dt dx dt x? 

n  dy l d 1 
o dé x? dt xx" 


azaz 
, . dy 
xy HET dt b) 
dy  dy 
pd it kes 
XI ge dt 


Ezeket behelyettesítve, lesz 


dy , dy 

SE je Ze szz Dj 2 

dt? T dt a 

Ez már egy állandó együtthatójú lineáris differenciálegyenlet. 
Ennek az általános megoldása: 


l 1 
y— Cse HF CeerR— at 48 


Visszaírva az eredeti változókat; 


C , 1 hő 
9. Egy mechanikai lengőrendszer saját lengéseit (önlengéseit) leíró differenciál- 
egyenlet — ha feltesszük, hogy a sebességgel arányos csillapítás működik — ; 
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Itt m a tömeg, s a csillapítás tényezője, r a rugóállandó, y a nyugalmi helyzettől mért 
kitérés (kilengés) és t az idő. 

Ez a differenciálegyenlet állandó együtthatójú homogén lineáris. Karakterisztikus 
egyenlete: 


amely a következő megoldást adja: 


s 1 s2 70 
kggasszg be a EEVZRtt nel 


A következő jelöléseket bevezetve: 


a differenciálegyenlet általános megoldása: 
Vv — e7vt (A evet -t B e7eed), 


hol A és B az integrálási állandók. 


Aszerint, amint az w. valós, zérus 
y vagy komplex, három iellegzetes eset 
aperiodikus határhelyzet adódik: 


a) Aperiodikus mozgás. Ha 


1L1/2 r 
0. — ml — új 


valós, azaz 
sé r 
Emé7 mm? 

akkor lengés nincsen. Az aperiodikus moz- 
gás a (t — 0) kezdő időpontnak megfelelő 
mozgásállapot szerint (maximum elérése 
után vagy anélkül) aszimptotikusan meg- 
szűnik; éspedig annál gyorsabban, minél 
nagyobb az s állandó. Ez esetben a mozgás- 
egyenlet hiperbolikus függvényekkel így 
írható: 


y-— e "(Cosho. t-t C,cho. 2 


66. ábra A mozgás lefolyását a t—0,y — 0, 

illetve t — 0, y — yg kezdeti feltételek ese- 

tére. különböző nagyságú csillapítás mellett a mellékelt görbék szemléltetik (66. ábra). 

A gyakorlat számára annak az esetnek van jelentősége, amelynél a mozgás t — 0 
időben a kezdőpontból indul. Ez esetben: 


y5- Ce" short, 
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A maximum a 


időpontban jön létre. A maximális kitérés pedig. ha a t — 0 időpontban a sebesség 


dy 1 AM 
pék — Wo, sz [/ — jelöléssel: 
ő]. e sel 


A maximális kitérés annál kisebb, és a ki- 
térített tömeg annál lasabban közeledik a 
nyugalmi helyzethez, minél nagyobb a csilla- 
pítás tényezője (5). 

b) Csillapított lengés. Ha 


képzetes, akkor 


Am GTV 


67. ábra 


és ezzel a megoldás: 
vy — e7"t (Asin o. t 3- B cos w. 8) — Ce" sin (ot -- 9). 


A mozgás most az w. körfrekvenciával végbemenő, csökkenő amplitudójú csillapított 
lengés. Az A és B, illetve C és p állandók értéke itt is a t — 0 időnek megfelelő mozgás- 
állapottól függ. A mozgást ábrázoló görbe az 


nezz Gee 


határgörbék által határolt területsávon belül halad (67. ábra). 
Ha a t — 0 időpontban y — 0, akkor az 


— mot ci 
y-Ce-"sino t 


függvény maximumainak helyét a 
a — Ve 


sin 04 t — siny — ——-— — 
§ V 2 2 
Vé -tag 99 


sa .. ? T 58 [d 0. e. 
összefüggés határozza meg, ahol w, — m ? rendszer csillapítatlan önlengési fÍrek- 
venciáját jelenti. 

A csillapított lengés lengési ideje: 
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29t 
vagy bevezetvea c —aw, és Ta — 38 jelöléseket: 
0 


MA 29r Hl 1 
ETET BATES 
és KN 
0. — wa, VI — az. 


E képletekből láthatóan, ha az a. (tehát a csillapítás) növekszik, a rendszer lengési 
ideje nő, a csillapított önlengési frekvencia pedig csökken. Aza  — 1 esetben T, 6 co 
és 0, — 0, azaz a mozgás aperiodikussá válik (68. ábra). 

A csillapított lengőmozgásnál két egymásután  kö- 
vetkező egy irányú kitérés viszonya a következő módon 
határozható meg: 

Legyen t, időben az n-edik maximum y,, akkor a 
t3T, időben y,4a az (n 4 2)-ik maximum. Írható: 


y. 7 Ce" sin(o t, to) 


és 
Yn42 — C ezeHfe sin (0. (ty HT) tp]. 
Minthogy azonban T, a lengési idő, ezért 
sin (0, ti -- p) — sin (o, (ty t- T.) 1 o], 
) , az és ezzel 
e s 
68, ábra Mn  goT.— em Te 
y n--2 


Ezen arány logaritmusa az ún. logaritmikus dekrementum: 


s ZT S 
A sz — T. — ————— , 
2m V4ámr— $ 


c) Aperiodikus határállapot. Ez lényegében a két előző eset közötti határhelyzet. 
Ekkor 


A differenciálegyenlet általános megoldása tehát: 


y — e "(A 7- B 2). 
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Az itt adódó mozgás ugyancsak nem periodikus. Lefolyása hasonlít a nagyobb 
csillapításoknál adódó mozgáséhoz, csak gyorsabban csökken 0-ra. Bizonyítható, hogy 
e határhelyzetben, adott impulzus mellett a legnagyobb a (lengés nélküli) kitérés és a 
leggyorsabb a kitérés lecsökkenése. A rugós visszatérítő erővel ellátott mutatós műsze- 
rekben éppen ezért kívánatos az aperiodikus határhelyzetet megvalósítani vagy leg- 
alábbis megközelíteni, 

10. Kényszerített (gerjesztett) lengések. Szabadlengésekre képes rendszerben 
kényszerített lengéseket gerjeszteni kétféle módon lehet, 

Az egyik mód az, hogy a tömegre közvetlenül a 


P — P, sin o, t 
gerjesztő erő hat. 
A másik lehetőség pedig az, hogy a rugó befogási helyét mozgatjuk az 
xX57 a simort 


törvényszerűség szerint. 
Az első esetben a differenciálegyenlet: 


d?y dy . 
me ts 4 ry—- Posin o, t, 
a másik esetben pedig: 
d?y dy j 
maz tsa, TTY— ar sin it, 


A két eset matematikai szempontból egyenértékű, csak az 
do Tt. P 0 
helyettesítés szükséges ahhoz, hogy az egyik esetről a másikra áttérjünk, 
A megoldandó differenciálegyenlet inhomogén lineáris, állandó együtthatókkal 


és periodikus gerjesztéssel. A differenciálegyenlethez tartozó homogén egyenlet a 
rendszer önlengését határozza meg (Vai). Az inhomogén egyenlet általános megoldása : 


y — Yom T Skénysz" 
a) A csillapítás nélküli állapotban (s — 0) a megoldások a következők; 


Ysm — C sin (og t -t- 9). 


Itt 0, — ] - , C és p pedig az integrálási állandók. 
Az Yxenysz-Te egy partikuláris megoldás lehet például: 
Yxénysz — 4 sin 6, t 4- B cos 0, t, 
Az A és B állandókat a differenciálegyenletbe való behelyettesítés útján határozhatjuk 
meg. Ez úton adódik, hogy B — 0 és 


P, 


A — —— , 
r— mo, 
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Az adott differenciálegyenlet általános megoldása tehát: 


; PR ú 
y 7Csin(09t-H gp) baz sin at. 


A létrejövő mozgás tehát két állandó amplitudójú, de eltérő frekvenciájú lengő- 


mozgás eredője. Az egyik frekvencia 


Az 


r. .. geg" jell Als 
wg, — [/-] a rendszer önlengési frekvenciája, 
m 


a másiké pedig azonos a gerjesztő periodikus erő Írek- 
venciájával. Ez a kényszerített lengés,. 

Az önlengés amplitudóját és fázisszögét a kezdeti fel- 
tételek szabják meg. A kényszerített lengés amplitudója a 
fentiek szerint az egyenlet állandóiból meghatározható; 
fázisszöge pedig (amikor s — 0!) zérus. Csillapítatlan ál- 
lapotban tehát a kényszerített lengés elmaradás nélkül 
követi a gerjesztő erőt. 

Minthogy e csillapítatlan esetben az egyszer fel- 
keltett önlengés is állandóan fennmarad, tehát a két 
lengőmozgás eredője: vagy interferencia, vagy modu- 
lált lengés. 

A kényszerített lengés amplitudója (A) a gerjesztő 
erő frekvenciájától i5 függ. Ha bevezetjük a 


Eeá V tényező az ún. nagyítótényező (69. ábra). 


Az önlengéshez viszonyítva, igen kis gerjesztő frekvencia (w, GC wg) esetén 
kényszerített lengés amplitudója gyakorlatilag : 


P P 
— 65 —; azaz AG ay. 
moz or 


Növekedő v-vel V is növekszik. Ha w, — 09, azaz v 5 1, akkor V 6 00. Ezért 
az 0, — wg esetben rezonancia áll fenn. 

v további növekedésével a V és ezzel együtt A előjele is megváltozik, nagysága 
fokozatosan csökken és aszimptotikusan eltűnik. (Ha v 6 co, akkor A 5 0.) 


Megjegyezzük, hogy az ábrázolt diagram (69. ábra) a különböző v — c értékek: 


hez tartozó stacionárius állapotok V amplitudótényezőit tünteti fel. Időben ús változó 
szaporaságú kényszerített lengésekre a diagram nem vonatkozik. A differenciálegyen- 
let, illetve annak felírt megoldása ugyanis csak stacionárius mozgási állapotokat jelle- 
mez, a kényszerített lengés begerjedési folyamatára felvilágosítást tehát szintén nem ad. 
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A diagram azt is mutatja, hogy rezonanciánál (w, — wo) a kényszerített lengés 
kitérése végtelen nagy. A valóságban ez nem következik be azonnal, hanem csak bizo- 
nyos begerjedési idő után, amely azonban a fenti egyenletekből nem számítható ki. 

b) Csillapítás jelenlétében (amikor s -£ 0), a fenti differenciálegyenletek megoldása 
csak abban tér el, hogy az önlengés hosszabb vagy rövidebb idő után lecsillapodik, 
az állandóan fennmaradó kényszerített lengés pedig a gerjesztő erőhöz képest egy meg- 
határozott fázisszöggel elmarad. Eszerint: 


Yom — Ce" sin (o. t -t p), 


C és p pedig az integrálási állandók, 

A kényszerített lengésre itt célsze- 
rűbb, ha a következő alakú próbafügg- 
vénnyel kísérletezünk: 


Vkénysz — K sin (04 t — 9), 


ahola K és n állandók a differenciál- 
egyenletbe való visszahelyettesítés útján 
adódnak: 


Vr— moj oz " 
tg 7] — eszel ZSEB 
fözni m 00, 


Az r — m wo; összefüggésnek és az ape- 
riodikus határhelyzetet jellemző 


csillapítási tényezőnek a figyelembevé- 


? . [69] 
telével, valamint a v —-£ és az a — 
a) 


0 


s s 
— — paraméterek bevezetésével: 71. ábra 
9 : 
P 1 2 
sz elt AZÉ SE 6 tgm mm — Mé És (1, 70. és 71. ábrát). 
m 0 VI — v?)? -- 4 a? v? 5 1—v 


[tt a 
1 


V E SEGGE ét 
KI — v2)? -- 4 a? p? 
tényezőt ismét nagyítótényezőnek nevezzük. 


v-nek minden a — állandóhoz tartozó görbéje egy maximumig emelkedik. Ennek 
helye: 


v-V1—2a8, 
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azaz 


A maximum értéke: 


Vigasz ez 


r s2 
[04 lvmax — met 


ca 1 4 m? r? 
2aV1—oz  sV4mr— s" 


Ez az összefüggés minden zérustól különböző a értéknél véges V...-ot, tehát 
véges amplitudót ad. (Ha a 6 0, V.ax 7 500.) 


A Vinax-hoz tartozó fázisszög tangense: 
1 4mr—2s5 
(tg 7 ]vmax éa 2 — Pp; 


Ebből kiadódik az is, hogy csillapítatlan lengésnél: 


a S 0, íg79]) — co, E A esz döers 


Ha egy bizonyos a, illetve s értékhez kiszámítjuk a rendszer csillapított önlen- 
gési frekvenciáját, akkor írható: 


As r s2 
§ m 4m" 


Az összehasonlításból megállapítható, hogy a maximális kilengést adó kényszerí- 
tett frekvencia [04 Ivmax csillapítás esetén nem esik össze a csillapított rendszer 0. 


72. ábra 


Az egyensúly feltétele: 


önlengési frekvenciájával, hanem annál kisebb: 


[04 ]Ivmax 2 We 


Emiatt csillapítás jelenlétében tulajdonképpeni rezo- 
nanciáról már nem is lehet szó. Kis csillapításoknát 
azonban a két frekvenciaérték nagyon közel esik egy- 
máshoz. 

Megjegyezzük még, hogy a V tényező v 5 1 eset- 
ben a zérust annál jobban megközelíti, minél nagyobb 
a v; más szóval nagyon gyors gerjesztésnél a tömeg 
gyakorlatilag nyugalomban marad. Az 7) fázisszög pedig 
növekvő v-vel annál gyorsabban közelíti meg a sr érté- 
két, minél kisebb a csillapítás. 

11. Vastag falú cső falában keletkező feszültségek 
belső túlnyomás esetén (72. ábra): 


(c, 4 dag,) (x -- dddp—c,xdp—2o, sin § dx — b. 


NN 
Pv) 
co 
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A 
ag 1 
MEN B 59 
közelítéssel ez így írható: 
d(c, x) 
ii —o,z 0. 


A feszültségek kifejezhetők a Hooke-törvény alapján a fajlagos megnyúlások és 
az E rugalmassági modulusz segítségével, . 
Az x sugár megnyúlik u-val, így az érintőirányú fajlagos nyúlás: 
2r(xtu—2dax u 
2n Xx x 
Az eredetileg dx hosszúságú él megnyúlik du-val, így a sugárirányú fajlagos 
nyúlás: 
KSS du 
to dx 


?,. .. ? , , A .. 14 e. , 07 
Az érintő irányában ébredő o", feszültség E Vd nyújtja az élet, 8. É 
. , e. . 1 . e (d (d 
rövidíti jitt e az ún. Poisson-féle száml , 


Így 


o 

Ee—o — 7; 
t t $ 
m 


és hasonlóan 


Így a feszültségek 


m 
94 — IT Ne TE) 
Em 
2-1 eT me 
vagy más alakban 
Em du 
0, —1 7- E 


ESZE] dx 


Visszahelyettesítve ezeket az egyensúlyi egyenletbe, és -gyel egyszerűsítve: 


m-l 


a mát x]— Ím m-t 1m]7 0 


5! 
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A differenciálást elvégezve, és m-mel egyszerűsítve: 


égetrz 717 0. 


Ez egy Euler-féle homogén lineáris differenciálegyenlet. Ennek az általános 
megoldása: 


ESETT, ES 88 e 
x 


Az integrálási állandókat a következőképpen határozzuk meg: 


A belső hengerpaláston, hax — r, c, — — p (azért negatív, mert összenyomás !), 
A külső hengerpaláston, ha x — R, c, — 0. 
Mivel pedig 
Sás áá 8 
x x 
és 
CO lle 
dx x2" 
azért 
Em B 
Lea KERT] 4Almt1)— (m — 1) , 
vagy rövidebb írásmóddal, ha 
mE mE 
ASZT és Bzei 8w 
akkor 
B, . 
9, z A, tt B e 
Így ha x — r, akkor 
B 
—p — A, — 53 , 
és ha x — R, akkor 
B 
0 s A, HE Fa e 
Ezekből 
pr 
4) És R2 FS p2 , 
pr" R? 
517 RrZ gát 


Ezzel egyrészt 
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és 
pr R: 
d, RA] E. s] e 
másrészt 
LÁLAATRZTT KEEAE TE TT TA VS 
1 -mE (R? — r2) ] HE éj 


A feszültségek kifejezéseiből látható, hogy mindkét főfeszültség legnagyobb 
abszolút értékű a cső belső palástján (x — 7). 

A Mohr—Guest-féle elmélet szerint a megengedhető feszültség pl. folytvas 
csöveknél: 


2. pt orr R 0 r-R 2 R? 
ESSZÉ ge ap Klasal hal est 
Innen pedig 
R V (e dől 
Tr Vo-sp 
választandó, ahol c jelenti a megengedhető húzó feszültséget, p a folyadéknyomást. 
Feladatok 
a) Gyakorló 1. m — 2dy"" — y" 3- 2y — ch2kx. 
feladatok 7 A y ké 
2. 4y" — 4y" 34-17y — 328, 

3. y "4 3y " 3 3y Hy — xerr 4. y" — 6y" 1- 13y — 39. 

5. y" — 4y" 3- 7y — 14. 6. y — 2y — 3y — 2x 7-1. 

7. y tt 9y — xi. 

8. — y" — 10y" 4 25y — 25 xZ 3 5x -k 17. 

9. y —-y—-2y-3e, 10. — y"7139y—-9e. 
11. . y"—2y 34 y—6e. 12. . y"—9y — 6 cos 3x. 
13. — p" 3 6y" 4 13y — 30 sin x. 14. . 4y"34ya4sin 5 ; 
15. y" — 5y" t 6y — 2x e. 16. y" 3 2y" 4- 5y — xsinx. 
17. y"—6y 4 9y— 32 ex 18. 38y" 4 24y413y— É sin 5 
19. . y"42y 4 Sy — xe-? cos 2x. 20. pay" 3 4y 4 4y—10e, 
21. — y0 2y" 4 y — ső 3- 20 x8 3- 120x. 
99. y si gy" ék 4y" ez 2y a 0. 23. y Eső 2y"" Bú 18 5y" s 3. 
24. — pyWW — gy" 3 16y" — 2x— 1. 25. — yb — p—shx. 
26. xy —3xy 3 3y: x8. 27. xy" 3 3xy" 2 5py — 2coslÍlnx. 
28. xy" — 2xy 4 2y — xö. 29. xy" 3- 7xy" -- 13y — xlnx. 


16 Közönséges differenciál egyenletek —- 44 231/VII. 
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30. xy" 3 xy" -4 4y — In: x. 31. ey gh3éy hFxy ex 


ú I 1 
32. ey Fay hHxy EZ Ző 


1 
sásaa ll (ző Alva zás" ai lsz 5 4 e . 34  $y—6y—36. 
35. — xy" — xy 3 y —xln?x. 36. — xy" 4 4xy" t 2y — — cos x. 
37. — xéy!" 3 4xy 42y—V1— zó. 38.  Xy!4xy—yeVé-I. 
vi 1 aes bjs; 
39. . 2xZy"3-3xy — 3y — Te 40. 4 xy" — 2xy 4 2y — [/x 
b) Fizikai 1. — Egy tömegpont mozgását a következő differenciál- 
feladatok egyenlet határozza meg: 


ss Övője 3 5és - 962x — 500. 


Határozzuk meg a lengésidőt. Mennyi idő alatt csökken az amplitudó a kezdeti értéknek 
a felére? 


2. Egy rugóra erősített egységnyi tömegű test másodpercenkénti rezgésszáma 250. 
A kezdeti amplitudó 2 sec alatt a felére csökken. Feltételezve azt, hogy a csillapításbói 
eredő erő a sebességgel arányos, határozzuk meg a mozgás differenciálegyenletét. 


3. Egy inga egy / hosszúságú, egyik végén felfüggesztett, állandó keresztmetszetű 
homogén rúdból áll. Elhanyagolva -a csillapítást, határozzuk meg a lengésidőt kis ki- 
lengések esetén. 


4. Egy R sugarú, m tömegű, vízszintes helyzetű tárcsa fel van ékelve egy függőleges 
helyzetű rögzített tengelyre. Ha a tárcsát a függőleges tengely körül p szöggel elforgat- 
tuk, a tengelyben 

M-ko 


csavaró nyomaték ébred. Ha a tárcsát elengedjük, a tengely — rugalmassága folytán — 
torztólengéseket fog végezni. Tegyük fel, hogy a másodpercenkénti lengésszám:. n. 
Határozzuk meg a k arányossági tényezőt. 


5. Egy m tömegpont egy az origón keresztülmenő egyenes mentén mozog úgy, 
hogy az origótól mért távolság c-szeresével egyenlő nagyságú, és az origó felé irányuló 
erő hat rá, s a csillapító erő a sebesség b-szerese. Határozzuk meg azt az m értéket, 
amelynél a mozgás aperiodikus lesz. 


6. Egy 21 hosszúságú, állandó keresztmetszetű, vízszintes rúd a két végén meg van 
támasztva. A közepén P függőleges erő terheli. Tegyük fel, hogy a rúd tömege elhanya- 
golható a P erőhöz képest. A P erő hatására a rúd lehajlik. Szüntessük meg a P terhelést, 
akkor a rúd transzverzális rezgéseket fog végezni. Mekkora a másodpercenkénti rezgés- 

szám. 


7. Az L önindukció-tényezőjű tekercsben előálló feszültségesés L ll 


dt az R 
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f 3 
1 
ohmikus ellenállásban R i és a C kapacitású kondenzátorban c j i dt, ahol ? az áram- 


0 
erősség pillanatnyi értéke. Kapcsoljuk sorba az L önindukciójú tekercset, az R ohmikus 
ellenállást és a C kapacitású kondenzátort. Kapcsoljuk le az áramkörbe beiktatott külső 
elektromotoros erőt és határozzuk meg a rezgőkör frekvenciáját. Mi a feltétele annak, 
hogy rezgések jöjjenek létre? 
8. —— Egy gerenda az x tengely mentén a (0, 0) és az (l, 0) pontok között helyezkedik el. 
Kihajlása az x abszcisszájú pontban egyenlő y-nal, amely kielégíti az 


y — a f(x) 


differenciálegyenletet, ahol f(x) a terhelés, a pedig egy a gerenda anyagától és a kereszt- 
metszettől függő állandó. Határozzuk meg a gerenda alakját, ha f(x) — 1, és a gerenda 
végei be vannak fogva. I 
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BEVEZETÉS 
c) Differenciál- 1. y —2x. 
egyenletek 
jelentősége és 2. v — 9y 
származtatása sé laz eye 
rgy 
4. "" . 4. Z — , 
3. y 0 y És 
5. x gy — 0. 6. x" — yt 2xyy —0, 
y 
jőgz j p:2 1 
Sz, sg Ög i ; 
azét ús gyet Ülsz A 
tana ő 98 a h. Va ; 
TT SS ny 
H 2 0 X-2 et Ja ű3 7 ) K 
— [ő 2 
me TT EGEK jee 
pe.1— TT att fe 
szett 27" . A 
aját gat 
73. dbra 
; x-4kygy x—yy 
7. 2 8. s — ge? 
y xy TFy xt -- y? x? — y 
9. xy sylny. 10. y Hy: 0. 
11. y"" NN 2y" ci 88 y éz 0. 12. y a x y?) sei 3y y? sás 0. 
Ba sag B 
13. FEL TR atlbesz SRE ZÁRJÁK — 1 — 0. 14. ). — 2x. 
xy y 


Ebből a differenciálegyenletből kiolvasható az, hogy az adott parabolasereg 5 


szubtangense egyenlő az érintési pont abszcisszájának kétszeresével (73. ábra). 


BEVEZETÉS. e) 1—22. 245. 


15. . y tyy?  R?. Az y — 3-R függvények a differenciálegyentet szinguláris 
megoldásai (az adott körsereg burkoló egyenesei; 74. ábra). 


"293 
jós ESZ Rb ag 


U ty") 


1? 


— tt R. Ez a diffe- 


renciálegyenlet azt a nyilvánvaló 
tényt fejezi ki, hogy az adott gör- — 
besereg összes görbéinek görbü- 
leti sugara mindenütt állandó: 
o—R. 
911 
17. [e 5) ki 0 
vagy 3y "yb — 5y"""2—0, 
9.11 
18. Íge 3] 0 vagy —9y"?yő 4 45y"y yb — 40y""? 0. 
19. A körsereg egyenlete: 
(x— CC tH(y— O?—(g— CJ2 ht C2, (75. ábra). 
A keresett differenciálegyenlet pedig: 
y [0 — 9? a x (2y — x)] P(x — 992 ty (2x— y) — 0. 
20. A körsereg egyenlete: 
, ves (x — C)? 4 (y — CC) — 1, 
A keresett differenciálegyenlet: 


2 g 


(x-C) ey eR 


74. ábra 


y (x—y—-1—y—yt—yt—0. 

21.  .A Fkörsereg egyenlete: 

S (x — C)" 3- y? — (a — OC) sin? a 
SSESSES MESE (76. ábra). 

A keresett differenciálegyenlet: 


sz Ki 
ú án ül s ján sr ii 


l 
75. ábra 22. Az 
fx— CI)? - gy — Ca)? — Rt 


HA 
l 


KC, C2) — 0 
egyenletből; 
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76. ábra 


és így a keresett differenciálegyenlet: 


R R 
fix ék pass 
V1- y? VIE 


23. A görbesereg egyenlete: 
y — Ci — Cs (x — C,)3. 


A keresett differenciálegyenlet: 
2y""(y— xx —y? 3 2Zy —0. 
24. A görbesereg egyenlete: 


ysCxtix— 9). 
(77. ábra) 


A keresett differenciálegyenlet: 


yx(x—a)—y(2x— a) — 0. 


25. A görbesereg egyenlete: 


. Ci1-tHtCex, BEEN zi 
GETE E Ca Ca Cs £ 0. 


A keresett differenciálegyenlet 


2y" y szd 2y""? mese 0. 
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26.  xyy"txy?t—yy-0. 
27.  y 42xy trértw)y e 0. 
28. — A78. ábrából: 


s — r cos (a — p) — ev cos (a — g). 


Ebből a keresett differenciálegyenlet: 


78. ábra 


ds ds 
88 KSS kéz 2 — 
7 Zao o (1 -- a?) s — 0. 


29. . y((1d4y9)arctgy—y]—x 30  y(1$4y?9)— 2a. 
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I. ELSŐRENDŰ, AZ ISMERETLEN FÜGGVÉNY DERIVÁLTJÁBAN 
ELSŐFOKÚ KÖZÖNSÉGES DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 


1. §. Szétválasztható változójú differenciálegyenletek 


a) Gyakorló 1. Ha x--£—1 és y-£2, akkor y—2—C(x1 1); 
feladatok y — 2 közönséges (reguláris) megoldás. 


1 íg 
2. Ha x -£ — 5 és y :£ 0, akkor y" — C (2x -t- 193; y — 0 közönséges (reguláris) 
megoldás. 
3. Ha x 5 — 2 és ]y ] ££ 1, akkor y? — 1 — C (x 3- 292; y — 3- 1 közönséges 
(reguláris) megoldások. i 
4. Ha lyi :£ 1, akkor (y? — 1) (x? -- 6) — C; y — -- 1 közönséges (reguláris) 
megoldások. 
5. Ha x-£0 és y 7 0, akkor In] xy i 3 y — C; y — 0 közönséges (reguláris) 
megoldás. 


6, Ha (y: -£ 1, akkor (I — y?) — C (1 -- x9); y — -t 1 közönséges (reguláris) 
megoldások, 


1. Ha x -£ 0 és y -£ I, akkor y — ZETI y -— 1 közönséges (reguláris) meg- 
oldás. 

3 3 
8. . Hax:£0,y:£0 és y 5 — 5, akkor x(2y-hH3—Cy;y—0ésy—— 


közönséges (reguláris) megoldások. 


9. Ha x - 0, x 5£ 2 ésy -£ — 1, akkor x (x — 2) — C(y -- 1); y — —1 közönsé- 
ges (reguláris) megoldás. 


10. x-hy—C (Il — xy). 


11. Ha ][x]5£1 és [y]5£ 1, akkor xy — C (1 -- xy); y — 1 1 közönséges 
(reguláris) megoldások. 


12. Hal]xi CC ja , akkor x — a sin (y -t OC). 
13. Ha p £ 5 -F k r (ahol k tetszőleges egész szám) és r -£ 0, akkor 7 cos p — C; 


r— 0 közönséges (reguláris) megoldás. 
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1 
14. r— C cos: ag. 15. r" H--— a €C. 
cos p 


16. . Halr] CIal, akkor r? — a? sin (2x 3- 0). 
a 
j cos (p-3-C) " 
18. ey —e--r HC. 19. — efx73- ey C. 
20. Ha x 40, x4£1 és y 7 —1, akkor xy —C(x— 1) (yt 0; y——1 
közönséges (reguláris) megoldás, 


21. Ha x A Oésly] 5 1, akkor1 4-y —C s (I — y);y — 1 közönséges (regulá- 
ris) megoldás, 


22. Ha y -£ 1, akkor x? 34 3y3-6lnj1—y]—C. 
23. Ha y 77 0, ev —1 3 Ce-r; y — 0 közönséges (reguláris) megoldás. 


17. , Halr]5]lal, akkor r— 


24. Ha x£0 és y45tka (k egész szám), akkor e — C x cos y; 


y — ; -4 k xz közönséges (reguláris) megoldások. 

Cx 

x4t1" 

26. . Ha]jx]Slésly] 51, akkor [/d2— 1 -k- [2 — 1 — C;y — -t I szingulá- 
ris megoldások. 


27. . Halx] al, akkor y — tg (C 4 Arc sin x) — 


25. Ha x:£0 és x-£—1, akkor y? 3-1 — 


V1—2—Cx 
C cos" x—1 


e ááá sz elássa ttszzzásl e s ji .. va , ú 
C coszxt17 y Tr közönséges (reguláris) 


28. — Ha [y]:1, akkor y — 
megoldások. 


i 2 
29. Ha x50 és ]x] 1, akkor jeez él 


(x2 — 1" 

30. Ha x -£ 0, akkor x? -- y" — In(C x? (1 7 y?) ]. 

31.  y3b6b—-C(eét at xVéi a). 

32. Ha x 40, akkory balng? ha) —C 3 x— t . 
33. t-t hCc 34. xsiny  C. 
35.  y—CerGininxt 9) 

36.  y:-dTIl;yz th(x 3-0); y — eth(x 3- OC). 


C — 4 esz 


37. Y 5 ex öz 
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0k...3e n-t1 ) 
48. ve] eláa tcil, ha n6l 
te(alnCx) ha n— —1. 
2 
39 jezegszzepzístáje EE 


4. 
(A 79. ábrán pl. vastag vonallal berajzolt 
görbe is integrálgörbe !) 


40. Ha I[x] 1 és Ip] 1, akkor 
arcsiny — -t arc sin x t-t C (vagy más- 
képp írva: y /1— EF xV—y— 0); 
ha [xx] 51 és ]Iy]51, akkor y-t 
- Vy? — 1 — C (x - Vix? — 1) ; megfelelő 
átalakítások után mind az [x[C1,]y] 71, 
mind az]xJ51, IlyI5 1 esetben kapott 
általános megoldás így is írható: x? -- 
H12Cxyty-1—C? Ez pedig egy 
kúpszeletekből álló  görbeésereg:  mind- 
egyiknek az origó a középpontja, y — -t- x 
a főtengelyek, IC] — 1 esetén ellipszisek, 
ICI51 esetén hiperbolák. y — -- 1, a 
görbesereg burkoló egyenesei: szinguláris 
megoldások. Ha y-t tekintjük független 


79. ubra 


"e 


LA 
mél 


3 7 KEN MLÉÉNN 
RL 


8 22 
€e-i á Cs1 


Cs2 
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változónak és x-et isrneretlen függvénynek, akkor x — -t 1.szintén szinguláris megol- 
dások (80. ábra). 
41. — Ha IxI—C1, IyIC1, akkor arcsiny-4-y/1—y9—€-tkarcsinx-it 


t xVi— s; hajxi 5] jeg déd ú Lá áa 4 d 


FEJ — In (1 3 Ce7 "), 


43. éslésasi alélt ez 


1-Cé ; y — —1 közönséges (reguláris) megoldás. 


1 
44. y56eC, 45. y:Cxe : 
46. y 7 ee ee, 


47. IxI 21; Ív] 51 esetén py — 2 1; 34-14 VI—é — Cy. 
48. tgxtgy — C, 49. y—-Cxe .: ú 
50. cos x cosy — C. 51. —-— s C — — ln sin x, 

52. — Hay:£0,]x] 1, akkor y—CeFi—s; y — 0 közönséges (reguláris) meg- 


53. 39 ty —9iln]x]—C 


54. Ha l]yi c 1, akkor ső tee V1 .xől sarcsiny; y— t 1 szinguláris 
megoldások. 


fi ez giz EN . 
55. Ha Ix] €1, akkor E-t MTE); ha jx]5 1, akkor 
s e 
VEH-cvVTE5. 


56. Hay:£ ko (k egész szám), akkor er — InC tg? 5 ; sz — km ú(k egész szám) 
közönséges (reguláris) bálás 


57. Hal]y] a 1, akkor 


HC 
Tz z As —zz ; 9 — 1 szinguláris megoldások. 
ri 


Gé? Ha x£0,y:£ 0, akkorCx— pe" ; y— 0 közönséges (reguláris) jeg: 
oldás. 


59.  InCVId 24 arctgy — 0. 


60. — Ha x--0, ]y]:£ 1, akkor y — KEZE vé y — 1- 1 közönséges téEMÉREIS) 
megoldások. 
61. dj áteltó Sá 62. jege s sző ejt 

2 2x 4 3" 2" 
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1 


63. Ha ], akkor y — 1 — ———, 
y2z y cz 
oldás. 
1 


64. — Ha y-£ 0, x 7 — si , akkorCe Y — Y2x -- 1; y — 0 közönséges (reguláris 
megoldás. 

65. — Ha y:£ — xy akkor (1 -- 29) (1 -- 2y) — C; y — — 8 közönséges (regulá- 
ris) megoldás. . 

66. Ha x ££ — 1, akkor y — — x 4- In C (x 73- 1Yé. 


; y — 1 közönséges (reguláris) meg- 


2 
67. Ha y -£ 0, akkor x — s. -H InC y; y — 0 közönséges (reguláris) megoldás. 
68. y-CVITE. 
69. Ha x 7- V, akkor x? (Il 73- y?) — C. 
70. Ha x :£ 0, akkor (1 t- x9) (1 ty C2x. 
my gy 


sec szet 12. szet 


71. 


x 
73. — Ha y-£ 0, akkory — Ce"; y — 0 közönséges (reguláris) megoldás. 


74. Halyl Simli, akkor arch? — 4 EL 


oosm— 


; y- m szinguláris megoldás.. 


75. y—-—x; 2(0—y)t3(€—y)t5— 0. 


76. y7 1. 
77. yYy-1l1—2iln(ed 1) — 21n(e7- 1). 
78.  M—e2g3rV— y—I1. 79.  y:-(x-l1y, 
80. pg 
b) Geometriai ; A — C x2, 
feladatok 3 ; jó s 
i 2. yecCx. 
3. yt3t2xC, 4. y — x? —€, 
5. xx thyza CC. 6. xy — 2. 
gseő 
7.  yY:7—2x; kül. 8. —e ". 
9. y—- xs 65. 10. y (x th 1) — 4. 
11. y sz x. 12. Xx.-ty el, gye CT. 
13. (x — CV 3-y—k;yedtk. 14. xmyn — C. 


p 


15. rC€. 16. r— Csing. 
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17. r — Csin 29. 18. . kliny — x7C. 
19. r(p -t C) tf 2k — 0. 20. r—ksin(p-ttO)y;r-k 
k (p-- 0) 2k 
21. lny — ——— , " 22. S ———— -—— i- ,; TT 2k. 
ú VR — 1 cos (p -- C) 
23. vszC Xs xx Gyi 24. Gömb vagy körhenger. 
25.  y:2kch kén ; 
c) Fizikai feladatok jf ]., 97-0eXx 
2.  r—r— kt. 3. — 40 perc múlva. 
T ZT 
a í — — 1. k 6,58 § 
4 t — 3 d "T3 ar cth T, arc ctg T; 5 nap 
6. 14 perc. 7. 5,6 perc. 
0) 
8. 15,1 seé, 9.  § es x; 691200 cal 
10. T — 591,9 — 187 őlnr; 1 833 000 cal. 
I 1. 2 945 000 cal. 12. k — 0,00053 cal/cm sec C". 
13. 6-5. 14. 17 
In - 
Ti 
15. X — 0,7 V — t .T, ahol T a 0. 16. 6. een ESET VE éji T) . 
k -- ar, ln 
Ti 
si ; KSS : sú b zi 2kar;, 
17. T —T, Tt Ce-"", ahol C integrálási állandó és a — ——— szk 
vrilk-tars1ln 2! 
ral 
i 1 
18. kl P 459]. 
19. 0,00136-szorosa az eredeti fénymennyiségnek. 
P 1 l 
20. in - — 5343][--- — -], 21. rat ks. 
P, E T " 9 
22. 1,38 óra. 23. 04 kg. 
24. a : th (b t 4- c), ahol a, 6 és c állandók. 
25. I!  x 3 C. 26. Forgási hiperboloid vagy sík. 
27. p — 1,033 e-t kg/cm83, 28. r—Cer vagy r— Ce". 
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R(R—r) 
29. . p—pje " , ahol pa a levegő nyomása a Föld felszínén és ka p— ko 
összefüggésben is szereplő állandá. 


30 pap FE. 


31. P — Po eg , ahol p, a tengelyre illeszkedő pontban a nyomás. 


ú . 2 A j 
32. T,—gÉ pesze 33. . F—kjh. 
§ § 
fs. lős géz s l . mg 
34. Az eredő erőnek a vízszintessel bezárt szöge: a. tga — — -, — —— -— . Innen 
8 max 
sát a 
Z — 29 -- , 


35. Gömb, melynek a középpontjában van a fényforrás, vagy pedig az r" — a sin 2p 
görbének egy az origóra illeszkedő egyenes körüli megforgatásával származtatott 


felület. 


d) Vegyes 1. 25.5 av 11,3-szorosa, 
feladatok 
2. 96 gramm. 


3. 16,7 kg. 4. 4 óra 25 perc múlva. 
2,08 kg. 6. 99,59/ . 
0,1894 . 8. 65,2 perc. 
a b (ekt — ebki) 
9. 7,16 kg. 10. X — —g eakt— h ebkt . 


2. §. Szétválasztható változójúra visszavezethető differenciálegyenletek 


a ladatok My zSz 

L. Kezet — C éz, 2. ye Vötelelőe10]-fx 
5. jé 58 gra tő 4 gk, 

5.  xsny-—-x rt C. 6. y-x——z 

7. gi hg 8.  y——xH7tg(x 7-0). 

9 x — ését, tk Cég, 


10. . 2/yy—2x-4ln!Vy—2x—21]—x- c. 
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B) Homogén (fokszámú) differenciálegyenletek: y" — ff; 


1. In Vx2 3 y? — arc tg 7 t C; vagy ugyanez polárkoordinátákban: r — C eF, 
2 l 3 2C y — C? x? — 0 (81. ábra). 

3. (x — y)" (2x -— y? — C. y Ce2 

4. y-— xXlnICxl. 


5. y" — x2 7 Cx (82. ábra). 


ép i 
8 Xe VES C. C.-; 
22 
9 xy ": cos — — C. -3 
1 
"2 22 
10. — ETO mg3 abra). TÁS NÉ TESTET 
x—C 
81. ábra 
1]. xX (x. e gy) bem Cs 
12. , y(x 4 yt ec 13. y-txy-Cx 


14. xgXtyaeCkx. 

15. xX(y—x e C(y-t 2. 
16. . j$(y—x)—Cxé, 

17. , xy2—C(R3y. 

18. — yi(x273-y2) — C xt, 


19. in]xy]-barctig 7 — C. 


21. y" (x — 20) k Ctx — 0. 
82. ábra 
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26. x-2yin]Cy]. 
27. . x243y-C(x7 9. 
28. y(Wt39-Ceé. 
29. xi 3.6 xy CC y, 
30. x2 — C? — 2C y. 


31. In] Cy! — 


x ; 
3ay" 
32. (y — xy —C xy. 
33. (0? txyhy)rT e C(x--yjöts, 
y 
34. e (x—yt—Cx. 


x y 


35.  juoCoR ", 
36. (x — y)? In C(x—yiz 


s ébe — 4xy — 2 x?, 
y sin ös — C. I 
y 


B 38. y — xarcsin ((C 3). 
Injxi-tke :—C, 
274 eg a€T6 


39. ev iln x —C. 


.4 
y Sajó JÉ 
ydhée r-C. jaaa Zára al zsé s 
, jaxtbóy-te 
y) jösz ET] 


(y — x tt 1(y4-x—1f—€. 2. . x§42yi ln 2x34y—11—C 
4x—8y—lni4x-8y-4- 5 -4C. 4 x 4 5y-tt2—-—C(x— y-t 2. 


.v — 92912 
181 148] 
Í 
y—l I 4 zAzsza aTE EBET ST 
ss 35 kgvereorgsmj ! kajla x 


(x—yt1)(x4hyit2?— c. 8.  ((4y—D—C(x—yr1Y. 
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9. (x — 2y -k- 11)? — C (2x 7 y 7 2). 

10. . (x—3y 4 11)4(x4y343 CC, 

11. (x -t 2y — 10)" (x — y -- 11)" — C. 

12. (x — 2y)" 4 6x — 10y — €. 

13. (a -k 1) (y — x) 2dln (a3 D (y tax) tb(a— 1) sC 
14. . v—4x—1—-Cx3(y—x—l]). 


; yTa 
15. in: y -k- a TESÁDETR S ap 0 


; 1 
16. (x —y? 4 3x4-v-k , ln 2x—2y 3-1: —€ 


17.  x— y-t ln (xpt (xy 429] — C. 
18. . (4—x—l(Wrx— 3? GC. 
19. xt2y-tln xy — 21—€C. 
20. (x - y 4 293 — C (x — 4. 


84. ábra só, átra 


ö) Homogén ,,dimenziójú" differenciálegyenletek 


L. xy eln x 4 C. 2. xt y? — xx — C (85. ábra). 
3. v (x — C) — x? (86. ábra). 4. 1—2xéy—Cyé, 
5. — gyű 4 xy) -C. 6.  4—-x2(C—linix]) 
ra dj szöggás 8. fi tg in! C 8]. 
x x : 


17 Közönséges differenciál egyenletek — 44 23//VIL 
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; x 
9. y 5 — . 
VC —x 
10. in Cx — arc tg E. 
11. v" — x? (2x 3 0). 
I ső 
12. y —— 3 Xx -- C x 2. 
ha 4; 13. Xy-xzszCy 
; ylx: C)ex 
86. ábra 15. —-3xydtC. 
b) Vegyes 1. . xs — 2Cy-t C?, Tehát a keresett görbék parabo- 
feladatok lák, melyeknek közös gyújtópontja az origó, tengelye az 
v tengely (87. ábra). 
X 
2. sz — —— . ábra). 
y EYES (88. ábra) 


3. Xg4-yseCx; xacCto2Cy; xy CC. 


4. (x—lel 47 —lhe 


n" 


6. ysyty xFCxTt 


X.-2Cy ec? 


87. ábro 


5.  vy—xYC—2inx (89. ábra). 


88. ábra 


ahol c 


(. 3. §. ELSŐRENDŰ LINEÁRIS DIFFERENCIÁLEG YENLETEK. a) a) 1—18. 259 


A megoldandó differenciálegyenl et: 
y - ere léry 
1 y 
mé a sin 8 : Sin y 5 I. Az általános megoldás polárkoordinátákban 


S 1-c cost 


y 


g 
) 
j 
r 
! 
1 
) 
G 


39. ábra 90. ábra 


Ez pedig egy olyan hiperbola egyenlete, melynek 0 az egyik fókusza és c a numerikus 
excentricitása. p az integrálási állandó (90. ábra). 


3. §. Elsőrendű lineáris és erre visszavezethető differenciálegyenletek 


a) Gyakorló a) Lineár is differenciálegyenletek 
feladatok . 1 i. I 
1. ysC e" —(e4r2D 
1 1 
2 p--(xk3tFC(xá la do. EROK eze ős zta 
2 1—M a a 
4  y—-6axtCxj[h1— dé 5.  ysax$tCVd az. 
6. y sin x-k C cosx, 7. vy—-snx—1-tCe-rsnh, 
8. yEx (e CO). 9. . v—ax-n ig Cx-n, 
1 
10. y — xer: 40 e-x 11. v — lce 41]. 
1 2. ye Cxe d xő, 13. vcCxhsP— 1 
s 06 1 j 
2 4. vez taxin xl— 7 x. 15. y— C(13- xx) tt xi. 
16. y CVx2 3 a-t x. 17. y/K1—x2—C3- arcsinx, 
1 — x 
18. Ta 7C-arcsinx 4 [1— z2. 


17" 


260 MEGOLDÁSOK 


C esésszűll 
19. jzszz zs ák 20. ps ssb VI 4 a 


Vir Vx 
21.  y(xrV1 rt) Cr xx VI 7 ké — In (x 5 VI 7- 22). 


22. élén dalát álat álla 
C 
23. y- 02 Ve je —- X -- 1. 24. SZE E EZ -b 2x — 3. 
Vx23-xi-1 


25. y- Vé —1[C3-In(x 4 VR — 1 1)] — x. 


26. y-CV1—x2— xi ee 27. (1 4Fx)y-C—ln cosxl]. 
28. . yV1—x—C3rhi TR. 29.  y/h1—x— C-t 
C ; x—1 C-b sin xi cos x 

; — —arctgx SE ót, 3]. m— — 53 
8 ú VI 3- e ű he -H1 i té x X 
32. y s (C 3- x) cos x, 33. y s C cos x — 2 cos? x, 

l Hő 

34. jizgyzzó za ölezsztst, 35. ysCe-snx3snx—l. 


sin2x  cosíx 


36. y — (C - e) sin x. 
] 3 
37. y-Ce—x—1— , (sin x 4- cos x). 


2 

38. je Ge x-k sin 2x 
1 l 

39. y—-Ce-kh, (0—x) kt , F2chx—shx. 


40. ysCcosx-tsinx 1 9 tgz . 41. yehx—C 1 e3 33 ex. 


1 C -k In sin x l 
42. — —— . 43. 3 ———————g 
d cost x 2 YE cos x 2 cos x 


4 4, ytg x — C 3- ln sin! x 3- cos 2x. 


1 l 
46. pcosx Co in tg[d ő] t 3 0s2— 7 e0s3x 


1 ] 1 
. ( —i erne ege 2 
45 ysinx 5€C 8 cos 4x A cos 2x -- b) 


47. pe VT ZT (c -- In VI — x2) 3 Arc sin x. 


1 
48. y aCe[14-]—-1— 49. éy- zt C 


I. 3. §§. ELSŐRENDŰ LINEÁRIS DIFFERENCIÁLEGYENLETEK. a) a) 19—80., 8) 1—8. 


50. 
52. 
54. 
56. 
58. 
60. 


62. 


64. 


66. 
68. 


70. 
72. 


73. 


74. 


3, 


5. 
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x—-14y-i3CWV3 gy. 51. — y—e(x 7 0). 
xyaoxtcC. 53. xy" — yi 3 CC. 
x — y" (y? - 0). 59. x! — 4xy ft C. 
(x 4 DD? y — (x 4 1)? C. 57. y hb a — C sin?! x. 
x-ye — e 73 C. 59. gy-2x—xrte 
(xy — D sin x — €. 61. x(y—1) —y-3Cy 
xy" —8ytC. 63. ZKT sát tél —y-tC 
COS v 
x(y—1)—y7i ec 65. y — 2x—-Cy. 
1 
xmytl14c 6) 67. ys X. 
y-—2e-sinr 4 sin x — 1]. 69. y—x3Vi—óó 
1 
— 1. 71. sm ef- — li. 
y l. y7e F 
y-Cerr Hi xer 
Óz áj és ss sin x — e őst 
y s T7 285 ig XC0SX— agg 00SX 
1 2 2 
BRPt —2x — ye. ses 
pete t]zx 5XTt a ex, 
y—-Ce73x— eg—$xcosx, 76. , y— Ce 3 e? (sin x 7 cos x). 
l 3 5 5 
kis áx esz — — yl nel eles 
ME ESS ggg ETET og 
y — C e5x 3- x? e5x, 79  y—Ce rt Mo KE JÉT SS, 
ntl 
y- Ce 3 2xercosx 3 xxesinx — 2e sin x, 
8) Bernoulli-féle differenciálegyenletek 
d 
m—z ESSSETÉSEÉSENE EESESSKEBE 2 Ez 
y ss és 2. xy flalnx13C]32-o0 
y?-8€413Cer. ús. jeez 
CVI — x2 — a 
xklil 1 l 
yisC ex TT, ún jjG eszi 
a a? y Cx3- lnx--1 
ts te ezglbésaNN 
en, , "EE 8 Hi 1 
y sinxtC " i Ya ta 


y-öHCxIl. 


l 
jé .Cchrgri 
Hl l 
M8i Cx 313-InI[x][7 


y xx — (CVx3 BD 


1 
szg Zsinx] § 
cosZx — cos9x 
y(othj-C3 xs — x. 

XX hHxysCy. 
xy (lny-HO) 4 1— 0. 
x  y? (x? 3- 0). 


1 
- sz x"(C 3- tg y). 


cos y 


(13-Cx-rlinx)y-l. 


x—1-C(y— 1. 


(92. ábra). 


K8 
v:Ce " (94. ábra). 


262 MEGOLDÁSOK 
9. y—- (Cx? 73 1y, 10. 
x 
11. y—-— -gR" 12. 
x2 
13. eszszjllégaeesess esszét) 1 4. 
7 VC — x2 
45 sz szemé 16 
pál a VC x2--2x i 
17. y(etO033x 0, 18. 
19, y— (Cedtxdt 1)? 20. 
21. x — y(19d- Ce). 22. 
23. 7y — x(y" 0). 24. 
25. x — y(íinx—£ 0). 26. 
27. x-l1ls5—0y(3x- 0. 28. 
3.x 
29. y tsz x3 ht C . 30. 
y) Jacobi-féle differenciálegyenletek 
1. x-F2gytaxx Fry -C(lxhyy. 2; 
l 
3. x—y4lthxwxtzy-Cd 4 
4. yGhyEltxhybC(xi yi 
5.  y4H2—C(x—D. 
7.  (€(-ty-it BD —-C(édgy7 ll. 
b) Vegyes 
feladatok 1. y—- Cx. A 
3. y s x 3 C x? (91. ábra). 4. 
5. y — C xn (93. ábra). 6. 
ra yisdax44g gk Cen. 8. 
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2 y":" Xs Cx 
Cr1 3 
fi 
Cs 2 
u) 
4 
LL 
2 
3 
P 
2 [j 
1 
; ysCx" 
1 ; 
tj 
1 
Md ! 


93, ábra 94. ábra 
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9. ports EMESSET xm 3 C xi-n, ha m4 nt 1-0, 


yn — xn (k(n— )hÍnx4kC], ha mt4 nd 1— UV. 


—2arctg 


10. (y — 12 3 2—Cye y—1,  ]]. 0 — culi 2 e7RÓ), 


CU, 
SZTFRICIő 
(19 CU, o 

"— do 194 R Co? 


13. 417 573. Az emanáció bomlási sebessége nagyobb, mint a rádiumé, ezért csök- 
ken az emanáció mennyisége. 


l4. — 835145. 15. — Egy sem. 


t 
12. ld —RCocos ot 3.RCoe RO). 


t 
essek őádka éz kö). 


4. §. Riccati-féle differenciálegyenlet 


vá egészt b 4 
YT d RCx : KSS ELET 


5. yo GE MKEEKÉZES E TÉGEE ENNEET TŰ 85 
x —1 4 tg[0— in a] 
3 
(B3xb—xh)C esz a (Bx 3 x) 
a ges B. ya 26-20 
x 
l 1.C 
ús ctg [, j 1 6 Cx-be 
fe x 0x" ; kn egz 
11 y7-1- : 12. . xy—xi1- zRNBE 
Ce x Ce 2Ix a—— 


Cx Tax! ve ESC Eg et 
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15. 9y—x4— ——— . bős eg 
C Vx2 3 a 3 2x Cx—sinx 
x-FC MÉ 3 cos2 x 
17. y - Ka 18. pesze EZ 
A—1 C-42VGE-1y 
19. EZ — x2 ——— — , 20. szetákeszáttla tüsző, Ed szalklá tbe 
y gi xtC y c- ez 7 


5. §. Egzakt differenciálegyenletek. Integráló tényező 
(Euler-féle multiplikátor) 


a) Gyakorló a) Egzakt differenciálegyenletek 
feladatok ] 
1. 2x -tb 3y th 4ey — CC. 


2. sin x 3 e7xsiny — C. 3. xXx—3xy3yziüC 

4 Vx2 4 y 3 sinxsiny — C, 5. ysin x -- cos (x — y) — C. 

6. xy —2xy—yxsC 7. sin (x 3- y) tt cos (x— y) — CC 
8 in (x? 1-y9) —C, vagy x2 gye C.. 

9 x2 ty — 2xy —C, vagy x— ya C,. 


10. a x2 4 2b xy 3- Cy? — k. Itt k az integrálási állandó. 


11. x3 — y2 (2a — x) —C. Ha C— 0, akkor ez a Dioklés-féle cisszoisnak az 
egyenlete (95. ábra). 

12. x 4 y— axy — C. Ha C — 0, akkor ez a Descartes-féle levél egyenlete 
(96. ábra). 

13. 7 (x? -4 y?)? — 5 a (x2 — y9) —C. Cassini-féle görbék egyenlete. Ha speciá- 
lisan C — 0, akkor ez egy lemniszkáta egyenlete (97. ábra). 

14. xy 3 y (yt b?— a(y 4 b? — C. . Konchoisok egyenlete (98. ábra). 
15. TET iz 16. . (x— D]n023 1) —C, 

17. 3-4y-t2xgyzC. 

18. (x -6 y) (a x? 3- 2h xy -- by?) — €. 

19. 2$y—-4xy d 5x?y 1 3xy — C. 


20. — ln]y]—C€. 21. — ycosx— xsiny — C. 
22. ytb-C(x-- a)2. 23. 14-xy— C(x- 9). 
24. xey — y? — C. 25. x ht 3xy — C. 
26.  xXxy—-yxeC. 27. Stxy-yx ya C. 
28. y" cost x — 2ysinx — C. 29. xeydthe-6yeC, 
3 


30. xX -H.ysin x — x cos y 4 2y — €C. 31. y 4 3x(Wyh 1)? — C. 
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x-y(2a-x) 2C 
3 
(a25) 


95. ábra 


jeéeyy-3 eti ső 7 aC 
(a21) 
97. ábra 


98. ábra ké 


32. 
34. 


9 ay gy 
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fb 
x (x2 -- yo)? — C. 


x — ytg(x-kt OC). 


szakon 
y 2 


y — x th (x -- 0. 
yzCx7 x. 
y — xy — Cx. 


xy -txy 7 Cc. 


zat — tgxi4C. 
cos x 

y —2ye-r: c C€, 
xy — ax — C. 


xy Vx 4 y — C. Ugyanis u — 


edes ét 
(x -- y) 


33. 
35. 


B) Integráló tényező ( Euler-féle multiplikátor). 


1 


xXxo3xytáyoCy 
x2 (x2 3- y?) — C. 


xt 


sz C€. 
yi 799 


xzy(Ctlnjy]) 
y(l1tCx—-—l. 
x3y—- xy 5 C. 


in b2 4. y) 4 2arctg s C. 
ycosx— C — x. 


ye: : xe Y-t CG 


—E zzz SS 
Vxr yi ug 34 


s C., Ugyanis um — (x 4-y)" S, u5—(x—y-2 


. 6 
ETI 2C. Ugyanis 4 — (xy) T, u. — (xy)-t, 


xi yt 


x8 (x2 --y2) —C. Ugyanis u — x5, e — (x2 3 y2) 8. 


1 
in[x]— xy tay-C 


(x-y—lenscc 
xy — InCy. 


yey c €C. 

a ky 3xy — C 2. 

yaxtyVét a — C. 
ev (xy) —C(y 7-1). 


veje] c 


21. 


23. 
25. 


27. 


29. 


31. 
33. 


35. 


(x -- 7 yi) Vx — C. 
arcsinxtyV1— 27-C 


x-Fy c 
cos y 
1 J 
(x — y) ez Eza 


1 1 
(8-4 y) (x 3-y)! — C. 


2 
nlx1 45 -C. 
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b) Fizikai 1. " A sebességi potenciál: 
feladatok ke 
. F(x,y) —cyxcosa d eysin a. 
Tehát az ekvipotenciális vonalak egyenlete: 
Co Xcosa ht egysina — C. 
Ezek a sebességvektorra merőleges, párhuzamos egyenesek (99. ábra). 


2. A sebességi potenciál: 


F(x,y) — co Ín VET7- SnVéTrz. 


Az ekvipotenciális vonalak egyenlete: 
9 2 ; zaeR 
ez in [52 3- y? — C. 


Ezek az origó (forrás, illetve nyelő) mint közép- 
pont körül rajzolt koncentrikus körök (100. ábra). 


3,  — A sebességi potenciál: 


F(x,y) — 2 (2 — y?). 


s 


Az ekvipotenciális vonalak egyenlete: 
2 tk? —y)-C. 


Ezek egyenlőszárú hiperbolák (101. ábra). 
4. — A sebességi potenciál: 


F (x,y) — ax nYéT 3 


kh. do 26 Az ekvipotenciális vonalak egyenlete: 
; , 8 ?, 
, 3 jó eszi 
4 : 4 x arte hl T3- c, 
: ar dni 
VV 5. —— A sebességi potenciál: 
F (x,y) M-— . 
: y sZ x2 J- y hé 


Az ekvipotenciális vonalak egyenlete: 


M 


ssági 
101. ábra. x -k y : 
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vé , akkor 


vagy ha k — 
(x — k)? 3-y? — hő. 

Ezek olyan körök, melyek keresztülmennek az origón, középpontjaik pedig rajta van- 

nak az x tengelyen. 

6. A sebességi potenciál: 


F(x,y)—ce xi M 


ETji 
Az ekvipotenciális vonalak egyenlete: 
cx EM it 7 C. 
xXFy 
7. A sebességi potenciál: 
FeYy-ert Mat oz arc tg ; 


Az ekvipotenciális vonalak egyenlete: 


Co X 1 M —— 4 arctg — —  C. 


Eogege 


6. §. Általános megoldási módszerek az ismeretlen függvény deriváltjára 
nézve explicit alakban megadott differenciálegyenleteknél 


a) Az iránymező 1. L. 102. ábra. 
és az izoklínák , 
megrajzolása 2 L. 103. ábra. 


3. L. 104. ábra. 4. L. 105. ábra. 
5. L. 106. ábra. 6. L. 107. ábra. 
7 L. 108. ábra. 8. L. 109. ábra. 
9. L. 110. ábra. 10. L. 111. ábra. 
b) Közelítő meg-. és 3.8 xi 4. xő 
oldás sorozatos 1. 5 y7-l kk X 57 pe ESETE úg as —— "- 
E HGtÁg kba 4; 5 ! 
illetve hatvány- ; 
sor alakjában 1 3 : ú8i xx 2-4. ja 35-70 
TET — -k 71 -- 8 ! F e... 
: ezgtítltt szallt ; 
2. isetslt ál ls zesettiik 


3 y-idxtétríe tát fők. 
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102. ábra 


103. ábra 
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y 


jea FEg. 


104. ábra 


106. ábra 
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107. ábra 


108. ábra 109. ábra 


I. 7. §. SZIN GULÁRIS PONTOK. 1—5. 
4. 


273 


1 l 11 

y-(—D46—04z6—0 tk 576 — 17 — gt ses 
x 2. 

5. yzxtaztTarzgTt te 


er 


110. ábra 111. ábra 
7. §. Szinguláris pontok 
1. (x — y)" — C (x — 2y)?, ha C 7 0. Ezenkívül még van két megoldás: y — x és 
y — — 5 x. Mivel A, — 3,A, — 2, az origó: csomópont. 
2: (3x — y) (x — 2y)1 —C. Mivel A, — 4, A, — — 1, az origó: nyeregpont. 
3. Az általános megoldás polárkoordinátákban: r— Ce-?, Mivel A, — 1 -- i, 
A, — 1 — i, az origó: fókusz. 
4. Az általános megoldás: x? — 6xy -t 13y?—C,aholC 50. Mivel A, — 2i, 
A, — — 2i, az origó: centrum. 
5. Az általános megoldás: 
y — 


8y —(x—y) li [x— yI] -C(x—y). Ezenkívül 
x is megoldás. MivelA, — A, — 3, az origó: csomópont. 


II. ELSŐRENDŰ, AZ ISMERETLEN FÜGGVÉNY DERIVÁLTJÁBAN 
IMPLICIT DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 


:1. §. Speciális alakú elsőrendű implicit differenciálegyenletek 


a) Gyakorló x2 
feladatok 3 1. b-580jJo4Cerrr—D— 0 


2. . x? —2C(y — 20); szinguláris megoldások: y — 2x, y — — 2x. 
3. 9 —xtO(W(y— [CS 2) — 0. 4. y — xsh(x - 0). 
5 b-texelb-ed"] h-t] 

6. (y — C)? — 4x C. le. WX E2Cyz e, 
8. ey — 2C ey -- C? cosy — 0. 

9. — 144(2y— x? — x 4 0)? — (1 3- 8x)3. 


10. y—2Cy [/doos(zVBnz]Cx 0. 


11. (y? — x 3- C) (xy 30) — 0. 

12. (2y— xx tH1OÖ0)(y— Ce) 0 

13. (2y — 3 x? -t C) (2y 3 x2 30) — 0. 

14. y - Ct32Cx— 2x?; szinguláris megoldások: y — tt x 
15. (y — C xx)? — 4x. 

16. . y"—Cx— C3; szinguláris megoldások: 2y — 73- x. 
17. x  Cy? -3- Ct; szinguláris megoldás: y! 3- 4x — 0. 
18. (x — C y)? — 4y; szinguláris megoldás: y — 0. 

19. (2y 3- x? 3- C) (2lny -- xx 0) — 0. 

20. . (y—Cx) — CS; szinguláris megoldás: 4 x? — 27y. 
21. (xy 4 0) — 4 x. 

22. (xy t 0)? — 4C xt; szinguláris megoldás: y — x. 

23. ly — C (x? 4 09). 


24. 
25. 
26. 
27. 
28. 
29. 
30. 


31. 
32. 


33. 


34. 
35. 


36. 


37. 
38. 
39. 
40. 
41. 


42. 


44. 
45. 
46. 
47. 


18" 
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y 7 C -4C 3; szinguláris megoldás: 4y ---x? — 0.. 

(3C x 1- 2)2 — 4Cy3; szinguláris megoldás: y? — 6x. 

y — C(x 30; szinguláris megoldás: 4 .x? 4- 27y — 0. 

(3y — OC)? — 2Cs6; szinguláris megoldás: x? -- 6y — 0. 

ytC—- W-z -H arc sin VX. 

ő 4 prOJS — ő. 

xs ap t bp", 6y — C 4- 3ap? 4 4bp. 

x" 4 (y — 0)? — a. 

x 3 C — 2p 3 3 p?, y — p? 3 2 p3; szinguláris megoldás: v — 0. 
x-t Cs: cos p 7 In tg ő , y — sin p; szinguláris megoldás; y — 0. 


y ——- (VC -- 2x mb 1) eV C-t 2x—1 


2 
k—e4py-etWp—D3454C. 


1 
KEZES y-p7- lnp. 


a B 


xztdtarctgt tC, TőTxt 


e 


3 
x-z őédté y— 501423 C€. 


1 1 ?£ 2 
— .. af éz see si b KÉST 
x ; ét, y ; 3 ty TEL 
36 1 -- t — ) 
17 gé? Ül GGAL SET Ev ági - ht C. 
pápte zzhhpbr Dre 48 sexzész 


y-t cx 

c  2p 2 pp . . , 
x B 3. yY-g 3; szinguláris megoldás: y — 0. 
y — C? (x — C9; szinguláris. megoldások: y — 0, y — 


16 " 
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48. y- TT 4Cx-kC3; szinguláris megoldás: y — — 5 § 


2 
49. geg EESZBESRB eg szét 2 EE ÁLOSR B 
Vi — p? VI — p" 
j 8 et ú (x - 1y 
50. y - CxtC—Cs;szinguláris megoldás: y — SEZZEET ET 
) A 
! b) Geometriai ! 1 . 
a feladatok I 1 xy 28. 
2 2 oz 
2. x3 4 y3 — a? (112. ábra). 
3. (y — x — 29)? — Sa x. 
4. 3a xy — x 3-2 at. 
112. ábra 
2. §. Szinguláris megoldások. Burkoló görbék 
1. 27y" -4x —0. 2. (x -H.y)? -- 2x — 2yt1 a 0. 
3. xy tazj 0 4. yax—l. 
1 
5. y—-— zó x 6. a x? 34 2h xy 3-by": — 1. 
2 z dd 
3. x3 -k y? — 48. 8. y — ez. 
y— Sin x. 10.  y-chx. 
3. §. Trajektóriák 
a) Gyakorló 1. 2 2..9C v—0. 
" feladatok ESEN 
2. r— 2C, sing. 
3; y—-—3xya CC, 4. v3s2xsszsCl 
5. x" ty — 2Zalni xi — C,. 6. (x2 4 y) —C, -- 2a? (x? — y9. 
(A y (3. x ty?) — C) (x? 3- y?y;. 8. x2 (y" — b? —C, (x — a) y?a 
9. y" 4 x? — 4x 34-ln(x 34-11 —€, 0 10. 2y" h xt(linXx—1)—C, 


y4x 


11. xt4ta-j31-C, é 12. y — chx 73 C,. 


II. 3. §. TRAJEKTÓRIÁK. a) 1—28. 217 


x ú a? . ZRMESZÁT CYZRT 
13. c Hy sz C—1 . 14. T § S 68 pe 
Í 1 e 
15. — (r?— a?)cospi- Cpr— 0. 16. — rFlsinp — gy sin 2p1 — Ch. 


—— l 
17. ra C, Vsin pg." sin 3 p. 


18. x" 42kxy—y CC.  Ittk—tgo. 


val S 
/ N 
/ A 
j / ! 
v 9 2 3 él a 
y [ 
N / 
h 8 7 
ai zésdüll (aet) ülö íz 
l 
113. ábra 
19. X-ty-e2Cj(x—ky).  Ittkzötgo. 
20. rpP — C, cos (pp -- 0). 21. y? — x? -z C), 
22 x" - yt —21]nx7- CC, 23. r — C, (1 — cos 9). 
24. r — Csin (gp -t 0). 
25. — b x? -- 2a xy 1 by? — C,. Ennek a görbeseregnek a görbéi (egyenlő szárú 


hiperbolák serege) az eredeti görbékből úgy keletkeznek, hogy őket az origó körül a 
szögnyire elforgatjuk. 
26. x? 3 yt — 2C,y ta — 0 (113. ábra). 


Te i 
27. ysC, segge 3 (2x)" . 28. y z C, (y? Fu x3). 
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29. (x2 4 y?)? — C, (x? — y?). Ha a két görbesereg egyenletét átírjuk polár- 
koordinátákba, kapjuk a következő egyenleteket: sin gr — 2C r?, illetve: r? — 


112. ábra 


113. ábra 


s C, cos 2p. Mindkét görbesereg lemniszkátákból áll. A második görbesereg egyes 
görbéit az elsőből nyerhetjük 7 szögnyi elforgatással (114. ábra). 


30. x" — C, (C, — 2y) (115. ábra). 


II. 3. §. TRAJEKTÓRIÁK. a) 29—30., b) 1—10. 279 


b) Geometriai és 
fizikai feladatok 1 


VA p 


zizi st 1 
tú V1-- p? VI - p? 


2. x —: 24 cos u 4 (ut — CO) sin u, 
y — 2usin u — (u? — OC) cos u. 
P V 5 2) Cp 
3. x-1—ln 3- —£— ln (p - l 3-p EZ ESzztői§ 
ET Ep VI 7 p? 
—. CC — In(p-- 173 p?) 
NER TER 
y 


7 16. ábra 
4. Xs d arc ch HFVa-—-y ac, (Traktrix) (1. 116. ábra), 
5, 9p (y ht CC)? — 8 x8. 6. (x? -- y9)? — C(y? 3- 2 x3), 
7. A szintvonalak 
x (2 3- y9) — CG — y?) 
egyenletű sztrofoisok. Az esésvonalak pedig ezeknek ortogonális trajektóriáit 


Gő 43 —Cy(Wy?- 3 29). 


8. s arc gt —C vagy y  C),x. Tehát az áramvonalak origóból kiinduló fél- 
sugarak. 
9. xy nm Cse 
9 
10. pe 


aro ge kt cey7- C. Az áramlás úgy fogható fel, mint két egyszerű 
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síkáramlás szuperpozíciója, Az egyik a c, sebességű, x tengellyel párhuzamos áramlás, 
melynek áramvonalai x tengellyel párhuzamos, 
y 7 C, 


egyenletű egyenesek; a másik az origóban elhelyezett 0 bőségű forrás által előidézett 
áramlás, melynek áramvonalai . 
y za C Xx 


sz 


S ami. 


177. ábra 


egyenletű, origóból kiinduló félsugarak. Az eredő áramvonalakat szerkesztéssel úgy 
kapjuk, hogy a két áramlás áramvonalai által alkotott , elemi négyszögekbe" a sebesség- 
vektorok kezdőpontjából a végpontok felé átlókat húzunk (117. ábra). 


Könnyen belátható, hogy az x tengely mentén kell egy olyan pontnak lennie, 
melyben a sebesség zérus, azaz a forrásból és a párhuzamos áramlásból származó sebes- 
ség egymással egyenlő nagyságú, de ellenkező értelmű. Ez a pont az ún. torlópont. 
A torlópont koordinátát: 

9 


Xp — — 
. 70 2 c, " 


yo — 0. 


A torlóponton átmenő áramvonal a síkot két részre osztja. Ennek az áramvonalnak a 
két ága között áramlik a forrásból eredő, kívüle pedig a párhuzamos áramlással érkezett 
folyadékmennyiség. 


II. 3. §. TRAJEKTÓRIÁK. b) 10—13. 281 


A torlóponton átmenő áramvonal — x Go 73- co esetén — y— 7] xo] egyenletű 
aszimptotájához tart. I 


11. M — C. Vagy ha kat akkor 


I 
KT 
$t4(W-—-k ké. 


Ezek olyan körök, melyek keresztülmennek az origón, középpontjaik pedig rajta van- 
nak az y tengelyen (118. ábra). 

12. cey —M KOTEEY — C. Az áramlás úgy fogható fel, mint két egyszerű sík- 
áramlás szuperpozíciója. Az egyik a cg sebes- 
ségű, x tengellyel párhuzamos áramlás, mely- 
nek áramvonalai x tengellyel párhuzamos, 


y7 C, 
egyenletű egyenesek; a másik pedig az M mo- 


mentumú dipólus által létesített áramlás, mely- 
nek áramvonalai az 
x-th1(Wy—-CPY— CC 

egyenletű körök. Az eredő áramvonalakat szer- 
kesztéssel úgy kapjuk, hogy a két áramlás áram- 
vonalai által alkotott , elemi négyszögekbe" a 
sebességvektorok kezdőpontjából a végpontok 
felé átlókat húzunk (119. ábra). 

Az x tengelyen van két olyan pont, 
melyekben asebesség zérus. Ezek atorlópontok: 


xer[E. y — 0. 
Age 


A Cb0 paraméterértékhez tartozó 118. ábra 
áramvonal az x tengely és egy origó köré 


rajzolt jé sugarú kör. Ez a kör a síkot két részre osztja: a kör belsejében áramlik 
0 
dipólusból eredő, kívüle pedig a párhuzamos áramlással érkezett folyadékmennyiség. 
aA 
Az áramkép nem változik meg akkor, ha a VE sugarú kör helyébe egy, az (x,y) 
0 


síkra merőleges tengelyű, ugyanekkora sugarú, , végtelen hosszú" és a folyadék számára 
áthatolhatatlan, egyenes körhenger alakú testet helyezünk. Minthogy az áramlás szim- 
metrikus az x és y tengelyre, ezért az áramló folyadék nyomáseloszlása olyan, hogy az 
eredője zérus. Tehát a hengerre erő nem hat. (Súrlódásos folyadékban természetesen a 
viszonyok megváltoznak.) 


13. Az áramvonalak egyenlete: 

§ b —— 

—— 2. 2 — 
5: In Vx273- y? — CC. 


nm b 
Cgy Meg T 
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119. ábra 


Az áramvonalak képét szerkesztéssel úgy kapjuk meg, hogy ha az előző feladat 
áramvonalai és a potenciálos örvény áramvonalai (origó körül rajzolt koncentrikus kö- 


120. ábra 


rök) által alkotott , elemi négyszögekbe", 
a sebességvektoroknak a szuperpozíció- 
ban szereplő két-két összetevője kezdő- 
pontjából a végpontok felé átlókat hú- 
zunk (120. ábra). 


Az előző feladatban is szereplő 


xy see 
Co 


egyenletű kör itt is áramvonal lesz. A 
gyakorlat szempontjából az áramvonal- 
képnek csak az a része érdekel bennün- 
ket, amelyik ezen a körön kívül van. 


A torlópontok — az előző feladattól eltérően — nem az x tengelynek az x? ma 4 


M 
ez És egyenletű körön fekvő pontjaiban lesznek, hanem a c, M és IT állandóktól füg- 


gően eltolódnak, 
Ha 


4nx VM c, 


S 1; 
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akkor a torlópontok az 


M 
ES állsz ota 


0 


körön lesznek. Helyzetüket meghatározhatjuk, ha figyelembe vesszük, hogy a torló- 
pontokban 


vI] 50. 


Ha ebben az egyenletben polárkoordinátákat vezetünk be és 7 helyébe a e 
0 
értéket írjuk, azt kapjuk, hogy 


mase 


127 ábra 122. ábra 


Ha itt a jobb oldal abszolút értéke 1-nél kisebb, akkor p-re két érték adódik (mm €pda 
2 27). Ha pedig 


ai 4 (121. ábra), 
4m VM c, 
JT 
akkor p caszszül téma 9 e 
Ha 
51 122. áb 
FETATTa VM a ( ra), 


akkor az egyik torlópont az y tengelyen lesz, a a 8 kt sugarú körön kívül. 
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Az áramvonalkép az y tengelyre szimmetrikus, az x tengelyre viszont nem. 
Éppen ezért az y irányú nyomáskülönbségből egy -- y irányban ható felhajtó erő 


ébred, mely a sugarú, végtelen hosszú körhengerre hat. 


0 i ; 
Az áramkép független a koordináta-rendszer megválasztásától, épp ezért ugyan- 


ilyen viszonyok adódnak akkor, ha a cg — állandó sebesség az x tengellyel pl. a szöget 


zár be. Ez esetben nem kell mást tennünk, mint a koordináta-rendszert úgy elforgat- 
nunk, hogy a c, sebesség az x tengellyel párhuzamos legyen. 


III. SPECIÁLIS TÍPUSÚ 
MÁSODRENDŰ DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 


1. §. Hiányos másodrendű differenciálegyenletek 


a) jé égek 1. . y— xArcsinx -£- 41 — x2 3 C)x7- Ce 
2. pe FÖLÉ s 
x 2 
3. y-lnC, —— 7- C, x. 4. yt Cs tk C,x — . 
1 3- x x 
l -- tg — 
2 
kak ődet jer Ld bŰ 
l 
6. VSZ Ggeszjes GOS 
7. y — C, (Arcsin x 3- x K1 — ső) 1 CC, 
zizi 1 
8. y -CVx ik Ce. 9. —.étTC et Cs 
l 
10  v—-xedtCje—etctC, 11. y- ze x -4 CC, ex 3-C gy 
12. . y— — cosx — xsinx 4- C, x2 4 Ce. 
13. y —Ilnx-C, £ adás al 0 
l 
14. y- E DCxlnx—D HC 
e8 3 ság 
15. yz e x (C) — x) t- CC. 16. y s g te ET Ce 
17. C,y? — 1 3 (C, x 4 CJ:. 18. (y th Co)" — 4(x 4 CC). 
19. y — C, ch (C, x — CJ. 20. (x — CD)? 3- yi — CC. 
C 
21. — sh (C, x — C)). 22: s C; ll Ezért 1, 
y ( 1 Xx 2) y c EK x t-C, 
23. 12y — (x — CJ? 3 C,, 24. (x — CD" 4-(y—CgteI, 
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25. 


34. 


40. 
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y (Cs -t- x) — C, t- x. 26. x — 4p? — 3 p? 3- C,, 
y—3p —28 Cs 
1 1 
x——5inp—29143lnp—Zarcigpt CC 
y — — In(p — 2) — In (p7 1- 1) 4- C:. 
y — C,t3 Arcsin Cse ). 29. Iny — Cd e 4 C, e7:, 
ya-ln Cj e g§C,err]. 31. xs Ce 4 Ceer?-t a. 
y — (C, 4- C, x)2. 33. v-ttColn:y 3-C, — x. 
B C. 4-x 
2 — 2 : . ys E —. 
y" 5 C, cos 2ax -- C, sin 2ax 35 y CS Ea 
x  C, sin (y 3- C9,). 37. y (C,x-tC) 7-1. 
j 8 
x c C, Iny — ay TF Cg 39. y — In (C, -- x?) Cs 


3x—2 (Vy—2c) VVy a c, t Ce 


bj) Geometriai és 


Xx C 3 
fizikai feladatok 1 1. y5:-€Coch c !; (x—CYhy tc, 
2 
— Ce ; [d 2 vi - KEST . ké — 
y — e. c; 3. ÖS SS pjt 
x a acoskt. ti a 9. kidolgozott példát.) 
p — pg COS eV" ] Tai (Lásd a 9. kidolgozott példát.) 
Ymax — ; PT . A rúd szabad végén. 
M I , 2 , 
Vmax —97TE A rúd szabad végén, 
Sp DP já Egazt szenet 
Vmax — 581 7E" A rúd közepén. 
PV an apááa s etásak 
Vmax — 18 TE" A rúd közepén. 
P a" b? il. assa 
max 75 7TET" A koncentrált erő helyén. 
x sz [Dkt 7 ét. 
xs [d2—2kt, ha 2kt cat; x— — [2kt— dt, ha 2kt 5 e, 


--J 


a sa 


2 at 


TTÜKTT S - IEEE JE 


2 a 


(TI. 2. §. HIÁNYOSRA VISSZAVEZETHETŐ MÁSODRENDŰ DIFF.-EGYENLETEK 
iz 1 g , kv, 3-g l, g4 kv 
15 kae g[90—4a—ő[; tegng 
TES 
0 Vo Ve kövi" 
. mv, cosa BV 
17. xz — 0 (1 -—— e ma), 
h kt 
-5 t 
y— E (kvosina 3- mg) Il — e nm) T8 . 
k k 
2 2 9 
lés SS ak 19. ran AR 
a mv 1 -k cos p 
20. ! at —— ET  ö 


2. §. Hiányosra visszavezethető másodrendű differenciálegyenletek 
a; Lineáris 


differenciál- 
egyenletek 


2. ve C049 be [5 — 1] 


1. y-C)x-i CC, nx 3-5 (ln x — 2), 


3. xy s C, sin x 3 C, cos x, 


; k x 1. x2 
4. gt snx-HCesinx:lntg - -k 3 sin x [dn tg 5] j 


5.  y—- Ce 3 C,(x? - 2). 6. y—-C étC et2x, 
7. y — C, sin x 1 C, sin? x. 8. y — C, x? 3 2, lnx-x. 
9. v sz C, x 4 C, sin x -- cos x, 10. y — C,tgx d Cs cetgx. 
b) Homogén : 
, dimenziójú" LL y-CixXT — 
differenciál- 
egyenletek Ö; 


2. y— CC xi —. 
x 
3. y 5 Co xt Cox? — xInx. 4. Iny — xln x 3 C, x 3- Cs 


rRRÉLE 
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IV. ÁLLANDÓ EGYÜTTHATÓJÚ ÉS ILYENRE VISSZAVEZETHETŐ 
LINEÁRIS DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 


a) Gyakorló 1 1 . 
feladatok ho y—gxer— szet bCe Csekk 4 Csers, 
3 , , 24 312 vs z 


2 y7 [4 xp 589 7 7 4518 3 Ce? cos 2x3-Coe2 sin 2x. 
l 
3. y — 94 xi e-Xx -- (C, tk C, x -k Cs x?) e75, 


4. y — 3 3- e: (C, cos 2x - C, sin 2x). 
5. y — 2 -- ezt (C), cosV3 x — 7, sin V3 x). 


2 l 
6. PE SR Egg Ép Gy B 5. 


a ú 
7. y-z8— ii t C, cos 3x -- C, sin 3x. 


8. y-xXd4x-t1l-4Ceér3-C,xek, 


1 
9. y gxeé4 Ci e2x 4 Co, e7. 
l 
10. ps esx 43- C) cos 3x-FCosin3x. Il. y—3xte 713 C et C,xe. 
I 
12. . y-— — a cos 3x -- C, ex 4 C, e73x. 
13. y: 2sin x — cos x -t e73: (C, cos 2x th C, sin 2x). 
14. y z — x cos) HC) cos 5 FC, sin 5 . 


15. y 245 ex -- C, e2x 3- C, ex. 


16 Flt 1 st A . l é uj; 
.  y—-——ggxcosx 4 ozxsinx—  7c0Sx— sin x 


-H e7x (C) cos 2x -t C, sin 2x). 


IV. ÁLLANDÓ EGYÜTTHATÓJÚ LINEÁRIS DIFFERENCIÁLEGYENLETEK. a) 1—37- 289 


17. 


18. 


19. 


20. 
21. 
22. 


23. 
24. 


25. 
26. 


27. 
28. 
29. 
30. 
31. 
32. 
33. 


35. 


37. 


— gxtet 4 Ces C,xet, 


MESET 3 Xx. a 3 9 k. i A jei 
y5- — 14" cos 5 t 53 sin 5 BE ÉT gl COS 5 EST gb sin 5 e 


V2 
yz z e7: sin 2x - 76 e7 cos 2x -k e: (C, cos 2x -k C, sin 2x). 


y — ex 4 C) e7: 3- C, cos 2x -t C; sin 2x. 
y — xő 3- C, cos x ht Csin x -- C, x cos x 4 C, xsin x. 
y — C, ez 4 C, ex cos x 4- Cser sin x. 


y — seg ösplói cos 2x 3- C, sin 2x) ex. 
x Ax 
z ggg CI TCex-H (Cst C4x)e . 


1 
y— 7 xchx4 Ci ex 4 C, ez" 4 Cg cos x - C, sin x. 


y—- —xX-:4C x-P OC, x. 


2 ) a cos ln x? sin In xö 
y— s coslnx4- 7 sininx-4HC— —— TC: kt 
] ; 
—-—5étTCxTFCexó. 
I x sssése sin In x 
Hi  In2x— a b C) cos ln x? 3- C, sin ln x, 
1. ie In? x 4 Co ln x -k Cg 
cl dosátsittsisáakass 
3 C 3 c 
y — — irt CbCo b 34. — pölnxtCóTt a 
x cosx , C C 
allélt 36. JEE ge 
C, , C 
pe Da? 4 5 Arcsinx bő V1— ed ; ge 
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2 sszeg. A 1 zés ., C 

haz szal EZ ád sz gt zi Vö 2 

38. sz a [3 TES [tő ln (x 4 Vx2— 1) 3-Cx- ez ú 
x 1 1 2 2 C, 

39. yz5a[14 3] 5— gt gya ree rakj 


40. y -C1x-CeVx— 5 Vám x. 


b) Fizikai 1. . T — 0.203. Az amplitudó felére csökken 0,693 sec 
feladatok alatt. 

d:x dx 27 

hé mra , ETOZAEZ 2 46 IZ e e t— 2 — 

2 JE d- 0,693 7 -- 7000x-0 3 T JT 38 


6. A megoldandó differenciálegyenlet: 
P dy 6E1 


Ede ge VÉ 


Ennek az általános megoldása: 


s (DB . 6Elg 
ahol A és p az integrálási állandók. 
A másodpercenkénti rezgésszám: 


1 1 R? a 
E tést Rt C ca 4L.. 8. y — x? (] — xy, 
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